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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

4. Seja m o minimo multiplo comum dos ndmeros em quaisquer dois vértices consecutivos. Se 0s ndmeros iniciais
forem 2,15, 10, 3, 30, escritos por esta ordem, entdom = 30 = 2 X 3 X 5.

Suponha-se que hd uma solugéo com m < 30. Claramente m tem dois factores primos distintos, pois se tivesse
apenas um, os minimos multiplos comuns ndo seriam todos iguais. Logo m = p™q, onde n < 3. Os divisores 1 e
p%*, coma < n,ndo podem ser usados, porgue nestes casos, ambos os nimeros adjacentes teriam que ser p™q.
Por outro lado, se um divisor p®q. com a < n, for usado, os nimeros adjacentes tém que ser p™ e p™q. Portanto
s6 pode ser usado um divisor da forma p®q, com a < n, pelo que ndo é possivel preencher o pentdgono.

5. Ordenemos os comprimentos dos lados do trigngulo z < y < 2.
Seg < @,comoy < z,’remos§ >1> @ e portanto @ < § < @

Caso contrdrio, temos z > y@ Por outro lado, como x, y e z formam um fringulo, temos obrigatoriamente
T +y > z,porgue asoma de dois dos lados de um tridngulo tem de ser maior que o terceiro lado. Assim temos

x+y>z2y@:x>y<@_l):y\/§2—1.

Desta desigualdade ob’remos% > @ Comozx < y,’remos% <1< @ e portanto @ < % < ‘/52“.

6. Designe-se o ponto que estd nalinha i e coluna j do quadriculado por (4, j). Os p pontos podem ser escolhidos
Nas casas (n,rn)n:07...,p,1, onde r,, é o resto da diviséo de n? por p. Considerem-se os pontos distintos
L= (l,r), M= (m,r,)eN = (n,r,) e mostre-se que ndo sGo colineares. Os declives das rectas que
passam pelos pontos L e M e pelos pontos L e N sdo respectivamente

m? — 12+ kp n?—1+kp
—_ e —"
m — 1 n—1
Se os trés pontos forem colineares, entdo estes declives sao iguais, ou seja, (m? — 12+ kp)(n —1) = (n? — 1% +
k'p)(m — 1), donde se conclui que p divide (m? — [?)(n — 1) — (n® —1?)(m — 1) = (m — )(n — 1)(m — n).

Como as diferengcas m — [, n — [ e m — n estdo entre —p e p, € p € um nUmero primo, entdo uma delas tem
que ser nula, ou seja, os pontos L, M e N n&o sdo distintos.
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