XX OPM - Categoria A (82, 9% anos)
Final Nacional 2002 - 12 dia

12/4/02

OLIMPIADAS PORTUGUESAS DE MATEMATICA
http://wuw.spm.pt/~opm

Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.
Nao ¢ permitido o uso de calculadoras.

Duragao: 8 horas
A questdo 1 vale 16 pontos; as questoes 2 e 8 valem 7 pontos cada uma.

1. Em cada uma das alineas seguintes escolhe a opcao correcta, justificando-a.

(a) O colar de safiras da Cleépatra indicado R R R R R R R R R R
na figura tem 2002 pedras na primeira fila. COO 00O 000
Quantas pedras tem o colar? o0 o0 xS

o o o

A) 4024 B) 4204 C) 4240 D) 4402 E) 4420

(b) Quando o Calvin pediu uma mesada ao pai, este respondeu-lhe: “Calcula a soma de todos
os numeros impares de dois algarismos e subtrai-lhe a soma de todos os niimeros pares de

dois algarismos. O resultado obtido serd o valor da tua mesada.” Qual serd a mesada do
Calvin?

A) 45€ B) 46€ () 48€ D) 49€ E) 50€

(¢) Qual é a razao entre o perimetro de um circulo e o perimetro de um quadrado que tém a
mesma, drea?

Ny 2o X g1 b X g
m VT
(d) Harry Potter e Ron Weasley prepararam duas pogdes mégicas, de igual volume, com
lagrimas de crocodilo e suor de gato preto. A razao entre o volume de ldgrimas e o volume
de suor obtida na pocao do Harry foi 3 e a obtida na pogao do Ron foi 2. Com um
golpe da sua varinha magica o professor Severus Snape misturou as duas po¢des no mesmo
caldeirdo. Qual foi a razao obtida?

5 9 17 23 25
= p T B

2. Na figura, [ABCD] é um quadrado e [CDP] é um Solugao
triangulo equilatero. Qual é a amplitude de L PBC?

D C
3. A palavra chave que a Ana Viso escolheu para o seu computador tem os 7 caracteres do seu
nome: A, N, A, V, I, S, O. Ordenando por ordem alfabética todas as palavras diferentes
formadas por todos estes 7 caracteres, a palavra chave da Ana surge na 881 2 posicao. Qual é
a palavra chave da Ana? Solucao

T
2

Solucao
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SUGESTOES para a resolugao dos problemas

A questao 1 vale 16 pontos; as questoes 2 e 8 valem 7 pontos cada uma.

1. (a)

(b)

Como 2002 = 400 x 5+ 2, o colar da Cledpatra tem (5+3+2+1) x 400+ 2 = 11 x 400+ 2
= 4402 pedras.

Opgao correcta: D)

(114 13+ 15+ ... + 97+ 99) — (10 + 12 + 14 + ... + 96 + 98)
= (11— 10) + (13 — 12) + (15 — 14) + ... + (97 — 96) + (99 — 98)
=45 x 1 =45.

Opgao correcta: A)

Sejam [ o comprimento do lado do quadrado e r a medida do raio do circulo. O circulo
e o quadrado tém a mesma &rea, ou seja, 1> = 7r?, logo [ = /7r. Assim a razdo entre o
perimetro do circulo e o perimetro do quadrado é

2rr @ NZ3

a2y 2

Opgao correcta: D)

Sejam S7 e Sy as quantidades de suor de gato preto das pocoes do Harry e do Ron. As
correspondentes quantidades de lagrimas de crocodilo sao 351 e 2S52. Como as duas pogoes
tém igual volume tem-se 457 = 355 e a razao obtida é

351 + 255 4(351 + 252) 3(451) + 855 B 3(352) + 855 B 17

S1+ Ss - 4(51+Sz) - 451 + 455 N 355 + 455 T

Opcao correcta: C)
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SUGESTOES para a resolugao dos problemas

A questao 1 vale 16 pontos; as questoes 2 e 8 valem 7 pontos cada uma.

2. Como o triangulo [CDP] é equilatero, DCP = 60° ¢ PCB = 300 Por outro lado,
PC = DC = BC, logo [BC'P] é um triangulo 1sosceles de base PB e C’PB PBC’ A soma das
amplitudes dos angulos internos do triangulo [BCOP] é 180°, isto é, CPB+PBC+PCB = 1809,
donde 2PBC = 150° e, portanto, PBC = 75°.
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SUGESTOES para a resolugao dos problemas

A questao 1 vale 16 pontos; as questoes 2 e 8 valem 7 pontos cada uma.

3. Ao ordenar as palavras por ordem alfabética aparecem em primeiro lugar as comecadas por

6!
A, que sao 6! = 720. De seguida estao as 5 = 360 palavras que comecam por I. Atendendo

a que 720 < 881 < 720 + 360 conclui-se que a palavra chave que a Ana escolheu comeca por
I. Como 881 — 720 = 161, trata-se da 1612 palavra que comeca por esse caracter. Existem
|

5! = 120 palavras que comecam por [A e 5 = 60 palavras que comecam por IN. Atendendo a
que 120 < 161 < 120460, conclui-se que a palavra chave que a Ana escolheu comeca por IN (é a
|

4!
412 palavra desse tipo). Existem 4! = 24 palavras que comegam por INA, 5= 12 palavras que

4!
comecam por INO e 5= 12 palavras que comecam por INS. Como 24+12 < 41 < 24+12+412,

a palavra chave que a Ana escolheu comega por INS (é a 52 palavra dessa forma). Como existem
3! = 6 palavras que comegam por INSA a palavra chave é a pentltima desse grupo, ou seja, a
palavra INSAVAO.
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