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Justifica convenientemente as tuas respostas e indica os principais calculos.
Nao ¢é permitido o uso de calculadoras.

Duragao: 2 horas
Cada questao vale 10 pontos.

1. Um tabuleiro quadrado com 99 quadriculas de lado foi decorado com os simbolos >, &, O ¢ &
da forma indicada na figura. Qual foi o simbolo mais utilizado? Solucao
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2. Um rectangulo foi dividido como se indica na figura. Sabendo que a circunferéncia é tangente
aos trés lados, quanto mede a area da regiao sombreada? Solugao

3. O Luis e a Ana estao a remodelar o quintallda sua césa e decidiram pavimentar um caminho de
1 metro de largura por 10 metros de comprimento. Esqueceram-se de combinar quem faria as
compras e ambos compraram material: o Luis comprou 10 pedras quadradas de 1 metro de lado
e a Ana comprou 5 pedras rectangulares de 1 metro por 2 metros. Sabendo que eles consideram
a possibilidade de usar todas as pedras quadradas, todas as rectangulares ou misturar quadradas
e rectangulares, quantas configuracoes diferentes hé para o pavimento? Solugao

4. Um triangulo é dividido em dezasseis triangulos iguais. Serd possivel atribuir um nimero inteiro
entre 1 e 16 (sem repeticao) a cada um desses triangulos, de modo que o produto dos niimeros
de cada uma das trés filas laterais, indicadas na figura com *, seja 0 mesmo?

Solucao
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SUGESTOES para a resolugao dos problemas.

1. Como 99 = 24 x 4 + 3, ao retirarmos as 3 ultimas linhas do tabuleiro, cada coluna fica exacta-
mente com 24 conjuntos {, &, O, #}. Logo, nesta parte do tabuleiro (formada pelas primeiras
96 linhas) os simbolos <>, &, O e # estao em igual numero.

A primeira coluna do tabuleiro é constituida por 24 sequéncias iguais ({,&,0,#) e uma sequéncia
(O,%,Q), por isso as 3 ultimas linhas do tabuleiro tém os simbolos dispostos da forma seguinte:

AL INEINAE IR
LINELINAEINAK.
MEIRIEINAE IR

Por um raciocinio anédlogo ao utilizado para as primeiras 96 linhas, concluimos que, se retirarmos
as 3 tultimas colunas as linhas indicadas na figura anterior, os simbolos , &, © ¢ # ficam em
igual ntmero.

Por fim, analisemos o quadrado formado pelas 3 tltimas colunas das 3 ultimas linhas. Como
a primeira das 3 tltimas linhas também termina com a sequéncia (<{>,&,0) (exactamente como
acontece com a primeira coluna do tabuleiro), o quadrado tem os simbolos dispostos da forma

seguinte:
LI
& O H
LIRS

Neste quadrado o simbolo ¢ aparece mais uma vez do que qualquer um dos outros. Concluimos
entao que o simbolo © é o mais utilizado.

Enunciado da Prova
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2. A soma das dreas dos triangulos [AED] e [BCE] é ﬁéﬁ + EC2BC = 1. Resta determinar a
area do circulo. Sejam O o centro e r o raio do circulo. Note-se que, pelo Teorema de Pitdgoras,
BE = /2. Além disso, o quadrilatero [0 H EG] é um quadrado de lado r, pois os dois triangulos

sombreados sao isésceles rectangulos e por isso AEB = 90°.

A F B
O
G H
D E C

Solugao 1: Por outro lado, OFB=0HB=90"e OF =0H =r logo HB = FB = 1 e assim
1l=HB=EB—-FEH=+/2—r, pelo que r = /2 — 1 e a érea do circulo é mr? = 7(3 — 21/2).

Solugao 2: Por outro lado, aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triangulo rectangulo [OH E],
vem OF° = EH’ —|—HO2 Como OF =1—re EH = HO =, entdao r> +2r — 1 = 0, pelo que
r=+/2—1 e a area do circulo é mr? = (3 — 2v/2).

Solugao 3: Por outro lado, os tridngulos [OHE] e [BCE] sao isésceles rectangulos, logo

%—%eassnnfr—l—r pelo que 7 = v/2 — 1 e a érea do circulo é 72 =7(3 —2\f)

Portanto, a drea da regido sombreada é 7(3 — 2v/2) + 1
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3. Solugao 1: Seja p o nimero de pedras rectangulares utilizadas. Vamos considerar as 6 possi-
bilidades:

e p=20
Existe uma unica configuracao (a que se obtém usando todas as pedras quadradas).

e p=1
Existem 9 posicoes possiveis para a pedra rectangular, logo existem 9 configuragoes possi-
veis.

e p=2
Se a primeira pedra a ser colocada for rectangular sobram 1 x 8 metros (isto é, 1 metro
por 8 metros) para a colocacdo da segunda pedra rectangular, logo existem 7 posigoes
possiveis para a sua colocacao; se primeiro for colocada uma pedra quadrada seguida de
uma rectangular, existem 6 posicoes possiveis para a colocacao da segunda pedra rectan-
gular, e assim sucessivamente. Ao todo existem 74+6+5+4+4+3+2+1 = 28 configuragoes
possiveis.

e p= 3
Fazendo variar a posicao da primeira pedra rectangular a ser colocada vamos ter as
seguintes possibilidades:
- colocar 2 pedras rectangulares nos 1 x 8 metros que sobram: 5+4+3+2+1 configuragoes;
- colocar 2 pedras rectangulares nos 1 x 7 metros que sobram: 4+3+42+1 configuragoes;
- colocar 2 pedras rectangulares nos 1 x 6 metros que sobram: 34+2+1 configuracgoes;
- colocar 2 pedras rectangulares nos 1 x 5 metros que sobram: 241 configuracgoes;
- colocar 2 pedras rectangulares nos 1 x 4 metros que sobram: 1 configuragao.
Ao todo existem 35 configuragoes possiveis.

e p=4
Fazendo variar a posicao da primeira pedra rectangular a ser colocada e por um raciocinio
analogo ao anterior, temos o seguinte:
- colocar 3 pedras rectangulares nos 1 x 8 metros que sobram: 10 configuragoes diferentes;
- colocar 3 pedras rectangulares nos 1 x 7 metros que sobram: 4 configuragoes diferentes;
- colocar 3 pedras rectangulares nos 1 x 6 metros que sobram: 1 configuracao.
Ao todo existem 15 configuragoes diferentes.

e p=>5
Existe uma tinica configuragao.

Portanto existem 89 formas diferentes de fazer o pavimento.

(Continua)
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Solugao 2: Seja f(n) o nimero de configuragoes possiveis para um caminho de dimensoes
1 metro por n metros, pavimentado com as pedras compradas. Como a tnica possibilidade
de pavimentar um caminho de 1 por 1 metro é usar 1 pedra quadrada entdo f(1) = 1. Para
um caminho 1 por 2 hé 2 possibilidades: 1 pedra rectangular ou 2 quadradas, logo f(2) = 2.
Para n > 3, a primeira pedra a ser posta pode ser quadrada ou rectangular. O numero de
configuragoes possiveis para o primeiro caso é f(n — 1) e para o segundo é f(n — 2). Portanto
f(n)=f(n—1)+ f(n —2). Assim temos que f(3) =3, f(4) =5, f(5) =8,..., f(10) = 89.
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4. Em primeiro lugar, observe-se que os niimeros 11 e 13 sao primos e nenhum dos dois é factor de
qualquer outro nimero inteiro entre 1 e 16. Uma vez que ha apenas um triangulo (o do meio)
que nao pertence a nenhuma das filas assinaladas, um desses dois nimeros primos tem que
aparecer num dos triangulos marcados com *. No entanto, esse niimero nao poderéd pertencer
a mais de duas filas simultaneamente (ou seja, é apenas factor de um ou dois dos produtos em
questao). Portanto, os trés produtos nao possuem a mesma factorizagdo em primos e por isso
nao podem ser iguais.
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