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OLIMPIADAS NACIONAIS DE MATEMATICA
‘ SUGESTOES para a resolugao dos problemas

4. Os 27 cubos obtidos tém no total 6 x 27 faces, das quais 6 x 9 foram pintadas (9 por cada uma
das faces do cubo inicial). Temos assim, 6 x 27 — 6 x 9 = 108 faces que nao foram pintadas, e
cuja area total é de 108 x 9em? = 972 cm?.

5. Comecemos por pensar num problema de certo modo “dual” daquele que se pretende resolver:

Suponhamos que temos um ponto P fixo na circunferéncia C' e que pretendemos determinar a
posicao de um ponto @, que varia numa outra circunferéncia de centro O, contida no interior de
C, de modo que o angulo OP(@ seja maximo.

)

Neste caso, ¢ claro que o angulo O/P\Q é maximo quando P(@) é tangente a circunferéncia mais
pequena, isto é, quando o angulo OQ P mede 90°.

Consideremos entao o problema dado no enunciado.

Estando agora @ fixo no interior de C', o ponto P da circunferéncia C tal que o angulo O/P\Q é
méximo deve ser posicionado de modo a que o angulo O/Q\P seja recto. De facto, se escolhessemos
outro ponto — digamos P’ — na circunferéncia C, ja sabemos que o maior angulo OZ/D’\Q’ possivel,
para Q' a variar na circunferéncia de centro O e raio OQ), se obtém quando OQ’P’ é de 90°;
consequentemente, o angulo OP’Q é inferior ao angulo OP’Q’ maximo. Como, para P, P'e Q’
escolhidos acima, os tridangulos [OPQ)] e [OP'Q’] sao geometricamente iguais, entao OPQ = OP'QY
e, portanto, o angulo 0737@ é inferior ao angulo O/P\Q.

6. Notemos duas propriedades:

e o interruptor da lampada k sé é accionado nos passos 1,2, ..., k, permanecendo inalterado
a partir dai;

e o interruptor da lampada k é accionado no passo n (n < k) se e s6 se k for da forma n x p
com p natural, isto é, se e s6 se n for um divisor de k.

Assim o interruptor da lampada k é accionado em todos os passos n que dividem k& (e s6 nesses).
Para que a lampada fique acesa o seu interruptor terd que ser accionado um ntimero impar de
vezes. Logo as lampadas que ficam acesas sao as correspondentes aos nimeros que tém um nimero
impar de divisores. Mas:

Um natural tem wm niumero itmpar de divisores se e so se € um quadrado perfeito. De facto,
agrupando os divisores de um numero natural dois a dois, de modo a que os nimeros em cada
par multiplicados déem o natural inicial, é claro que existe um nimero impar de divisores se e s6
se num desses pares os dois niimeros sao iguais, isto é, se e s6 se o natural inicial é um quadrado
perfeito.

Entao o nimero de lampadas que ficam acesas € igual ao nimero de quadrados perfeitos inferiores
ou iguais a 1000. Como 31 < v/1000 < 32 teremos 31 lampadas acesas.

Observacao: E também possivel concluir, da formula utilizada no problema 3 que nos dé o niimero
de divisores de um natural em funcao da sua factorizacao em nimeros primos, que um natural
possui um ntimero fmpar de divisores se e s6 se é um quadrado perfeito. Com efeito, se a = b? e
Pt X ... X p é a factorizacdo de b em nimeros primos entdo p2*! x ... x p™ é a factorizacio
de a em nimeros primos logo o nimero de divisores de a ¢é igual a (2a1 +1) x...x (204 + 1)
que é um nimero impar. Reciprocamente, sendo a = p{* x ... x pf* um nimero com um ndimero
fmpar de divisores, entao (o + 1) X ... X (ag + 1) é impar e, necessariamente, o; é da forma 20;

para i =1,...,t. Portanto a = (pf1 xpft)Q.

Arquivo de Provas Sociedade Portuguesa de Matematica



http://www.spm.pt/~opm
http://www.spm.pt/~opm/provas.htm
http://www.spm.pt/~spm

