X OLIMPIADA de MAIO (2004)
Primeiro nivel
Solugoes e critérios de pontuagao

PROBLEMA 1

O Xavier multiplicou quatro algarismos, ndo necessariamente distintos, e obteve um nimero
terminado em 7. Determina os possiveis valores da soma dos quatro algarismos utilizados pelo
Xavier. Indica todas as possibilidades.

Solugao

Se os algarismos s@o a, b, c e d e tem-se que a X b x ¢ x d = (a X b) x (¢ X d) termina em 7,
entdo um dos nimeros (a x b) ou (¢ X d) termina em 1 e o outro em 7, ou um termina em 3
e o outro em 9. Como nao importa a ordem dos algarismos, tem-se dois casos: a X b termina
emlecxdem7o0uaXxbterminaem 3ecxdem 9.

Se (a x b) termina em 1, entao os algarismos a e b podem ser 1 e 1,3 e 7ou9 e 9.

Se (¢ x d) termina em 7, entdo os algarismos ¢ e d podem ser 1 e 7 ou 3 e 9.

Neste caso, os quatro algarismos podem ser (1,1,1,7), (1,1,3,9), (3,7,1,7), (3,7,3,9), (9,9,1,7),
(9,9,3,9).

Se a x b termina em 3, entao os algarismos a e b podem ser 1 e 3 ou 7 e 9.

Se ¢ x d termina em 9, entdo os algarismos c e d podem ser 1 € 9,3 e 3 ou7e 7.

Neste caso, os quatro algarismos podem ser (1,3,1,9), (1,3,3,3), (1,3,7,7), (7,9,1,9), (7,9,3,3),
(7,9,7,7).

Ordenando os algarismos do menor ao maior e eliminando as repeticoes restam oito pos-
sibilidades: (1,1,1,7), (1,1,3,9), (1,3,3,3), (1,3,7,7), (1,7,9,9), (3,3,7,9), (3,9,9,9), (7,7,7,9).

As somas possiveis sdo seis: 10, 14, 18, 26, 22 e 30.

Critérios de correccgao:

Solucgao
Faz alguma analise dos produtos que terminam em 7 1 ponto
Por cada uma das solugoes atribui-se 1 ponto até 8 pontos
Determina bem as somas 1 ponto
TOTAL 10 pontos
Apresenta a lista dos 8 conjuntos de 4 algarismos e as 6 somas 10 pontos
Apresenta sé as 6 possiveis somas sem mencionar de que conjuntos provém 1 ponto

PROBLEMA 2

No interior de um quadrado 11 x 11, o Paulo desenhou um rectangulo
e prolongando os seus lados dividiu o quadrado em 5 rectangulos, como
se indica na figura. A Sofia fez 0 mesmo, mas além disso conseguiu que
os comprimentos dos lados dos 5 rectangulos fossem numeros inteiros
entre 1 e 10, todos distintos. Desenha uma figura como a que a Sofia
fez, indicando o comprimento dos lados dos 5 rectangulos.

Solugao
O rectangulo com lado 10 tem de se colocar junto a um dos lados do quadrado. Sem
considerar as rotagoes pode colocar-se na parte superior direita. ! 10
Sejam a, b, c os segmentos da figura, entdao 2,3,...,9 sao,
por alguma ordem, a,b,c,11 —a,11 —b,11 —c,c—1,b — a.
Os trés lados verticais, a,b — a e 11 — b somam 11: .
a+ (b—a)+ (11 —b) = 11. Sabe-se que sdo inteiros dis- c—1 H—a
tintos, maiores que 2 e menores que 10, entdao s6 ha duas [, _,
possibilidades, serem em alguma ordem 2,3 e 6 ou 2, 4 e 5. . o

Se sao 2,3 e 6 analisem-se as possibilidades para ¢: nao pode ser 9, pois seria 11 — ¢ = 2,



nao pode ser 8, pois seria 11 — ¢ = 3, nao pode ser 7, pois seria ¢ — 1 = 6, nao pode ser 5, pois
seria 11 — ¢ = 6 e nao pode ser 4, pois seria ¢ — 1 = 3. Portanto, neste caso nao ha nenhuma
possibilidade para ¢ e os valores de a,b — a e 11 — b devem ser, por alguma ordem, 2, 4 e 5.

Vejam-se as possibilidades para ¢: nao pode ser 9, 7 ou 6, pois ficaria 11 — c igual a 2, 4 ou
5, respectivamente. Também nao pode ser 3 porque ficaria ¢ — 1 igual a 2. Portanto, ¢ = 8§,
11—c=3ec—-1=T1.

Entao a ndo pode ser 4 pois 11 — a seria 7. Além disso, b s6 pode ser 6 ou 9.

Seb==6,entao 11 —b=5;logoa=2,b—a=4ell—a=09.

Seb=9,entao 11 —b=2;logoa=5,b—a=4ell —a=6.

H4 sé duas maneiras de distribuir nos segmentos os nimeros 1, 2, 3, ..., 10:

1 10 1 10

Critérios de correccgao:

Apresenta uma das solugoes correctas 10 pontos
Conclui que o lado 10 tem de ficar num dos lados do quadrado 1 ponto
Faz uma figura e estabelece alguma relagdo entre os lados do rectangulo

central e os lados dos das bordas 2 pontos
Em algum dos lados do rectangulo elimina 3 ou 4 valores 1 ponto
TOTAL até 4 pontos

PROBLEMA 3

Em cada quadrado de um tabuleiro 5 x 5 estd escrito 1 ou -1. Em cada
passo constroi-se um novo tabuleiro, substituindo o niimero de cada um
dos 25 quadrados pelo resultado da multiplicagao de todos os quadrados
vizinhos. Inicialmente o tabuleiro é o da figura. Determina o tabuleiro
obtido ao fim de 2004 passos.

Nota: Dois quadrados sao vizinhos se tiverem um lado comum.

Rl R~ |r
Rl R =~
[ N IS S
Rl R~ |r

===

Solugao
Apresentam-se os primeiros 8 passos

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Ps Fs Py Py
Note-se que Py = Pg, logo Py = P4 para todo t > 1. Como 2004= 4.501, Pooos = Py. A
tabela ao fim de 2004 passos tem os —1 nos lugares indicados.



Critérios de correcgao:

Solucao
Entende o problema e faz alguns passos bem 1 ponto
Escreve correctamente as primeiras 8 tabelas 5 pontos
Descobre o ciclo correcto 2 pontos
Escreve a resposta correcta 2 pontos
TOTAL 10 pontos

As sequintes pontuagdes nao se acumulam com as anteriores

Entende o problema e faz alguns passos bem 1 ponto
Comete algum erro e encontra um ciclo (néo sera o correcto) 2 pontos
Com o ciclo incorrecto obtém o passo 2004 (nao serd o correcto) 2 pontos
TOTAL até b pontos

PROBLEMA 4

No quadrado [ABC D] de diagonais [AC] e [BD], chamamos O ao seu centro. Constréi-se
um quadrado [PQRS] de lados paralelos aos do quadrado [ABC D] com P pertencente a [AO],
Q@ em [BO], R em [CO] e S em [DO]. Se a édrea do quadrado [ABCD] é o dobro da area do
quadrado [PQRS] e M é o ponto médio do lado [AB], calcula a amplitude de LAM P. (Nao
podes medir).

Solugao I .
Seja a = AB, entdo a® = 2PQ".
O triangulo [AMO] é isésceles e rectangulo, uma vez que AM = OM = %, logo
AOM = 45°. L, -

Além disso, PR™ = 2PQ° = a®. Entdo OP = 5 e o triangulo

[MOP] é isésceles. A o’ o5
Portanto, PMO = MPO = 1800_2POM = 18002_450 = 90° — 9
45°

2 . . . Y o O
Finalmente, AMP = AMO — PMO = 90° — (90° — 42°) =

45°

2" Se R

D °C

Solugao I1

O quadrado determinado pelos pontos médios dos lados tem metade da area do quadrado,

como se vé na figura seguinte.
M
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A R B
Neste problema, se se roda o quadrado [PQRS] com e <
centro em O obtém-se o quadrado dos pontos médios /
[KLMN]. Se X é a intersecgao de [M N] e [PQ)], pela N‘< °© >" L
simetria da figura resulta que o tridngulo [PXM] é
isésceles em X. Como PXM = 180° — AMN = 135°, . 7 A
y 5 180°—135° _ 45° o b % c
tem-se que PMX = MPX = =5~ = =5-. Final- K
mente, AMP = 45° — % = % (pois AMN = 45°).
Critérios de correcgao:
Solucao 1
Desenha bem a figura a analisar 1 ponto
Observa que o triangulo [AM O] é is6sceles e rectangulo 1 ponto
Deduz que AOM = 45° 1 ponto
Da relagao entre as areas determina a relacao entre os lados de ambos
os quadrados 2 pontos
Obtém PR = AB (usando que drea(PQRS) = P7R2/2 ou Pitagoras) 2 pontos
Descobre que o triangulo [M OP] é isésceles 1 ponto
Calcula os angulos da base do tridngulo [M OP] 1 ponto
Escreve a solucio AMP = 90° — PMO 1 ponto
TOTAL 10 pontos
Solugao I1
Desenha bem a figura a analisar 1 ponto
Observa que o quadrado dos pontos médios tem a mesma &area que [PQRS] 2 pontos
Roda [PQRS] com centro em O e obtém [K LM N] 2 pontos
Observa que o triangulo [PX M] é isésceles 2 pontos
Obtém PXM = 135° ou M X(Q = 45° 1 ponto
Obtém PMX = 45°/2 1 ponto
Obtém AMP = 45°/2 1 ponto
TOTAL 10 pontos

PROBLEMA 5

H4 90 cartoes e em cada um estao escritos dois algarismos distintos: 01, 02, 03, 04, 05, 06,
07, 08, 09, 10, 12, e assim sucessivamente até 98.

Um conjunto de cartoes é correcto se nao contém nenhum cartao que tenha o primeiro
algarismos igual ao segundo algarismo de outro cartao do conjunto.

Chamamos wvalor de um conjunto de cartdes a soma dos nimeros escritos em todos os
cartoes desse conjunto. Por exemplo, os quatro cartoes 04, 35, 78 e 98 formam um conjunto
correcto e o seu valor é 215, pois 04+35+78+98=215.

Encontra um conjunto correcto que tenha o maior valor possivel. Explica porque razao é
impossivel obter um conjunto correcto de valor maior ao que encontraste.

Solucgao

Primeiro observa-se que num conjunto correcto sendo A o conjunto dos primeiros algaris-
mos e B o dos segundos algarismos, se em A ha a algarismos e em B ha b algarismos, entao
AU B =0 e o conjunto tem no maximo a - b cartoes.

Como a+b < 10, o valor maximo de a-b é a-b = 25, quando @ = b = 5. Se o conjunto tem 25
cartées, albl, albg, ey alb5, ey a5b1, ey a5b5, asomaé S = ((Z1+' : '+a5)'10'5+(b1+' . ‘+b5)'5
com by+---+bs = 45— (a1+- - -+as). O mdximo de S é 50(a1+- - -+as)+5-45—5(a1+- - -+az) =
225 4+ 45(ay + --- + as) que é atingido para a; + -+ a5 = 9+ 8+ 7+6+5 = 35 e é
S =225+ 45 - 35 = 1800.



Se a-b =24 e o conjunto tem 24 cartdes, podem ser os primeiros algarismos aq,...,as €
os segundos by, ...,bs ou os primeiros aj,...,as € 0s segundos by, ...,bs. No primeiro caso,
S=(a1+---+ag) 10-44+(by+---+by)-6 =49(a1+---+ag)+6-45—6(a1+---+ag) = 34(a1 +
---4ag)+270. Neste caso, o maximo alcanga-se para a;+---+ag = 9+84+7+6+5+4 =39, ¢
é S =34-39+270 = 1596. No segundo caso, S = (a1+---+a4)-10-6+ (45— (a1+---+aq))-4 =
60(a; +---+aq) +180 —4(a1 + -+ aq4) <56(9+8+7+6) + 180 = 56 - 30 + 180 = 1860.

Com menos cartes a soma é menor. De facto, S = (a1 +---+ay)-10- (10— k) + k- (45 —
(a1 +---+ag)) = (a1 +---+ag) - (100 — 10k — k) + 45k.

Se k = 3, é menor que 24 - 67 + 135 = 1743; se k = 7, é menor que 23 - 42 + 315 = 1281.

Se hé menos cartoes (um nimero menor ou igual que 16), a soma é menor que 16 - 100 =
1600.

O conjunto correcto de maior valor é {90,91,...,95,80,81,...,85,70,...,75,60,...,65}
com 24 cartoes, o seu valor é 1860.

Critérios de correcgao:

Solucgao

Observa que o conjunto correcto de valor maximo deve ser a + b = 10

(usa os 10 algarismos) 2 pontos
Observa que o o conjunto correcto de valor maximo deve ter a - b cartoes (se um

algarismo figura como dezena nalgum cartao, entdo figura nas b unidades possiveis) 2 pontos
Observa que se a e b estdo "préximos” (5 e 5 ou 4 e 6) hd mais cartées no conjunto 2 pontos
Observa que os algarismos maiores se devem usar nas dezenas 2 pontos
Calcula as somas 1 ponto
Indica o maximo 1 ponto

TOTAL

10 pontos



