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. (3 pontos). Demonstre que o namero de solugdes inteiras positivas da equacao
(a+b)(a+ ¢) = abe é finito.

. (3 pontos). Seja G um grafo conexo com n vértices e P um caminho em G de comprimento k.
Suponha que G nao contém um caminho de comprimento maior que k. Seja Y = V(G)\V(P)
esejav € Y um vértice adjacente a s vértices de P com s > 1, e suponha que o maior caminho
usando s os vértices de Y e comegando em v tem comprimento p. Prove que s +p < k/2.

Nota: Um caminho de comprimento & num grafo é uma sucessao de k + 1 vértices distintos

Vg, V1, ...,V tal que para cada i =1,2,...,k, os vértices v;_1 e v; sao adjacentes.

. (4 pontos). Determine todos os vetores u € Z? para os quais a reta u - v = 1 interseta um
circulo ||v|| = r em dois pontos com coordenadas inteiras.

. (5 pontos). Determine todas as fungoes f: (0,1) — (0,+00) em C2(0,1), tais que todas
as retas tangentes a curva intersetam os semi-eixos positivos e determinam segmentos de
comprimento 1.

. (6 pontos). Seja p um nimero primo. Demonstre que existem infinitos inteiros positivos n
tais que o sistema de equacoes

az =4ay, a1 +az=4az, ... , ap-2+ap=4ap-1, an-1 = 4ay,
sobre Z/pZ, admite pelo menos uma solu¢do com ay, ..., a, em Z/pZ, nao todos nulos.

. (7 pontos). Considere a sucessao de Fibonacci {Fn} definida por F; = F» = 1 e
F, 4+ F41 = Foh492 paran > 1. Seja p um polindmio trigonométrico finito da forma

plx) = Z an cos(2mFopx),

n=1

1 1
com a; € C. Demonstre que se / Ip(z)|?dz < 1, entdo / Ip(z)|dz < 3.
0 0

. (7 pontos). Seja p(z) um polinémio com coeficientes reais tal que

grau(p) < 2018, e [p(z)| < para x € [—2,2].

1
|z — V3|

Prove que
Ip(V3)] < 2019.



