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1. (3 pontos) Sejam 𝑛 e 𝑘 inteiros positivos tais que 𝑘 ≤ 𝑛. De quantas formas se podem esco-
lher 𝑘 intervalos de inteiros no conjunto {1, 2, . . . , 𝑛} de modo que a intersecção de quaisquer
dois deles seja vazia?

Nota: Um intervalo de inteiros é um conjunto de um ou mais inteiros consecutivos.

2. (4 pontos) Seja 𝑛 um inteiro positivo e seja 𝐶 um ćırculo fechado em ℝ
2 de área maior que

𝑛. Demonstre que existe uma translação de 𝐶 que contém pelo menos 𝑛+1 pontos (𝑎, 𝑏) com
coordenadas 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ.

3. (4 pontos) Escrevem-se todas as fracções 𝑝
𝑞 com 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 numa sucessão da seguinte forma:
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À volta de cada fracção 𝑝
𝑞 constrúımos um intervalo aberto de amplitude 2−(𝑘(𝑝,𝑞)+1) centrado

em 𝑝
𝑞 , onde 𝑘(𝑝, 𝑞) é a posição que corresponde à fracção 𝑝

𝑞 na sucessão. Mostre que 1√
2
não

pertence à união dos intervalos.

4. (5 pontos) Seja 𝑛 um inteiro maior ou igual a 3. Consideremos os números complexos
𝑎𝑘 = 𝑘 + 𝑖

√
𝑘2 − 1 para 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. Seja 𝑝(𝑥) o polinómio (𝑥 − 𝑎1)(𝑥 − 𝑎2) . . . (𝑥 − 𝑎𝑛).

Mostre que

lim
𝑅→∞

∫ 𝑅

−𝑅

1

𝑝′(𝑥)
𝑑𝑥 = 0.

5. (5 pontos) Mostre que existe uma função 𝑓 : [0, 1] → ℝ infinitamente diferenciável com
derivadas cont́ınuas em [0, 1] tal que para qualquer função 𝑔 : [0, 1] → ℝ cont́ınua em [0, 1] e
qualquer 𝜖 > 0 existe um número 𝑁 e números reais 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑁 tais que

∫ 1

0

(
𝑔(𝑥)−

𝑁∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑓
(𝑖)(𝑥)

)2

𝑑𝑥 < 𝜖.

Nota: Aqui 𝑓 (𝑖) denota a 𝑖−ésima derivada de 𝑓 se 𝑖 > 0 e 𝑓 (0) = 𝑓 .
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6. (6 pontos) Sejam 𝑎, 𝑏, 𝑐 números reais positivos distintos. Definimos 𝐿(𝑎, 𝑏, 𝑐) como

2𝑎

(log 𝑎− log 𝑏)(log 𝑎− log 𝑐)
+

2𝑏

(log 𝑏− log 𝑐)(log 𝑏− log 𝑎)
+

2𝑐

(log 𝑐− log 𝑎)(log 𝑐− log 𝑏)
.

Prove que
3
√
𝑎𝑏𝑐 ≤ 𝐿(𝑎, 𝑏, 𝑐) ≤ 𝑎+ 𝑏+ 𝑐

3
.

Nota: 𝐿(𝑎, 𝑏, 𝑐) é conhecida como a média logaŕıtmica dos números 𝑎, 𝑏, 𝑐.

7. (7 pontos) Seja 𝑞 uma potência de um primo ı́mpar 𝑝. Seja 𝔽𝑞 o corpo finito de ordem 𝑞
e 𝐺𝐿2(𝑞) o conjunto das matrizes invert́ıveis 2 × 2 com entradas em 𝔽𝑞. Se 𝑀 ∈ 𝐺𝐿2(𝑞),
então definimos a ordem de 𝑀 como o menor inteiro positivo 𝑘 tal que 𝑀𝑘 = 𝐼, a matriz
identidade. Prove que

(a) Se det(𝑀) = 1, então a ordem de 𝑀 divide 𝑞 − 1, 𝑞 + 1 ou 2𝑝.

(b) Se 𝑡 é um inteiro positivo que divide 𝑞− 1, 𝑞+1 ou 2𝑝, então existe 𝑀 ∈ 𝐺𝐿2(𝑞) tal que
det(𝑀) = 1 e a ordem de 𝑀 é 𝑡.
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