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1. (3 pontos) Uma cidade X tem 2013 pessoas. Quando se ordenam as pessoas de forma
crescente pela quantidade de dinheiro que tém, a n—ésima pessoa tem n vezes a quantidade
de dinheiro que tem a mais pobre. Num dado momento especifico, todos os cidadaos de X
decidem fazer o seguinte: cada um reparte equitativamente a maior parte possivel da sua
riqueza entre todos os cidadaos de X e da o que sobra a cidade vizinha Y.

Sabemos que a quantidade de dinheiro da pessoa mais pobre de X nao é divisivel nem por 3,
nem por 11 e nem por 61. Determina a quantidade de dinheiro total que foi dado a cidade Y.

2. (4 pontos) Seja V um espago vectorial de dimensao infinita com produto interno e S C V
um subespaco nao trivial de dimenséo infinita. Seja x € V' \ S e W o espago gerado por x.
Determina a dimensdo de (S @ W) N S+.

3. (4 pontos) Consideremos o nimero

a = 0.123456789101112.. ..
formado ao escrever, depois do ponto, todos os inteiros positivos por ordem crescente.
Mostra que, para todo o inteiro positivo k, o conjunto
Ap = {10 a — LlO"kaJ :n € N}

¢ denso em [0, 1].
Nota: |z| designa o maior inteiro menor ou igual a x.

4. (5 pontos) Seja ABC'D un quadrildtero inscrito numa circunferéncia com centro O; e raio
R, e circunscrito noutra circunferéncia com centro Oy e raio r. Mostra que

(0102)2 =R>—-2rR+ r(2r —ry —ro)

onde 11 e 19 880 os raios das circunferéncias inscritas nos triangulos ABC' e ADC, respecti-
vamente.



5. (5 pontos) Os elementos de um grupo finito comutativo G com |G| = N sa@o pintados com
trés cores, amarelo, azul e vermelho, de modo que cada cor nao é utilizada mais do que N/2
vezes.

Seja A o conjunto de todas as sequéncias ordenadas (z,y,z,w) € G*, tal que zyzw = e e x,
Y, z, w tém a mesma cor. Analogamente, seja B o conjunto de todas as sequéncias ordenadas
(x,y,z,w) € G* tal que zyzw = e, os elementos x, y tém a mesma cor, e z e w também tém
a mesma cor, mas as duas cores sao distintas. Prova que |A| < |B.

6. (6 pontos) Uma funcao real f : [0,00) — R é limitada e diferenciavel. Além disso, satisfaz
a relacao

f@)f'(x) = sin(z).

Existe lim f(z)?
T—00

7. (8 pontos) O Anténio e a Bela jogam o seguinte jogo: o Anténio escolhe um inteiro positivo
k e, em seguida, a Bela um segundo inteiro positivo n. Comegando o Antoénio, eles colocam
alternadamente pontos num plano (cada um diferente a todos os anteriores) até que cada um
tenha colocado n pontos. A Bela vence se o niimero de rectas que passam pelo menos por dois
pontos dos colocados é divisivel por k. Caso contrario, vence o Anténio. Qual dos jogadores
tem uma estratégia vencedora?



