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. (4 pontos) Sejam r e s inteiros positivos. Cada um dos ntimeros aq, ag, ..., @y, by, ..., bs é 1
ou 2. Considere os niimeros que tém as seguintes representacoes decimais:

a=0.a1a2...a,0109...0 ...
b=0.b1by...bsb1by...bs...
x:O.alag...arblbg...bs

y= 0'b1b2 Ce. b5a1a2 L. Qp

Mostre que a < b se e s6 se x < y.
Nota: Os nimeros a e b tém representacao decimal periédica. Os nimeros x e y tém repre-

sentacao decimal finita.

. (4 pontos) O cubo C' n—dimensional decompoe-se em 2™ caixas rectangulares mais pequenas
através de n planos Py, P, ..., P, tal que cada eixo de C é perpendicular a exactamente
um desses planos. As 2™ caixas sdo pintadas de branco e preto de tal forma que cada par de
caixas vizinhas tem uma cor diferente.

Suponhamos que a soma dos volumes das caixas pretas é igual a soma dos volumes das caixas
brancas. Mostre que pelo menos um dos planos Py, P, ..., P, bissecta C.

. (5 pontos) Sejam n > 2 um inteiro e f(x) = 2" + ap_12"" ' + -+ + a17 + ag um polinémio
com n raizes inteiras distintas entre si e diferentes de 1. Mostre que:
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. (5 pontos) Os numeros complexos a, b e ¢ satisfazem a|bc| + b|ca| + c|ab] = 0. Mostre que

|(a = b)(b—¢)(c — a)| > 3v/3|abe].

. (6 pontos) Considere trés circulos wy, wy, ws na esfera unitdria S de R3. Suponhamos que
para cada par de indices (4,5) com 1 < i < j < 3 existem dois circulos méaximos Cj; e Cj;



de S tal que ambos sao tangentes a w; e w; e nenhum dos dois separa w; e w;. Os circulos
méximos Cj; e Cj; intersectam-se nos pontos F;; e Pj;.

Demonstre que os pontos Pio, Pos, P31, P13, P32 e P51 estao num mesmo circulo maximo de
S.
. (7 pontos) Os inteiros ndo negativos a, b, c e d satisfazem 2ab+ 2bc + 2ca — a® — b% — ¢? = d>.

Considere o conjunto X dos inteiros que se podem escrever como uma soma de quadrados de
dois inteiros.

Mostre que a, b e ¢ pertencem a X se e s6 se o maximo divisor comum de a, b e ¢ pertence a
X.

. (8 pontos) Considere

Fo {f e C([0,1]) : vz € 0, 1],

Il

[ 192 <1},
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