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(4 pontos) Seja f : S — R a fungdo do conjunto de todos os tridngulos rectangulos no

conjunto dos numeros reais, definida por f(A[ABC]) = %, onde h é a altura relativamente a
hipotenusa e r é o raio da circunferéncia inscrita. Determinar a imagem, I'm(f), da fungao.

(5 pontos) Calcule a soma da série
> sen? 3k
Z 3k
—00

(6 pontos) Um estudante soma as fracgoes racionais de forma incorrecta

a x a+x
(*) ot —= )
by b4y
contudo, as vezes, obtém resultados correctos. Para uma dada fraccao 3,a,b € Z,b > 0,
determinar todas as fracgoes %, x,y € Z,y > 0, tal que o resultado obtido por (x) é correcto.

(6 pontos) Seja p(z) = 2" + a,_12" ' + - - + a1z + ap um polinémio ménico de grau n > 2,
com coeficientes reais, com todas as suas raizes reais e diferentes de zero. Demonstrar que
para todo £k =0,1,2,...,n — 2, pelo menos um dos coeficientes ay, ar4+1 € diferente de zero.

(6 pontos) Sejam A, B matrizes que comutam de dimensao 2010 x 2010 com elementos reais,

tais que A2010 = B2010 — [ onde I é a matriz identidade. Demonstrar que se tr(AB) = 2010,

entao tr(A) = tr(B).

(7 pontos) Demonstrar que, para cada nimero inteiro a > 1, os divisores primos do nimero
5a* — 5a® 4 1 sdo da forma 20k + 1,k € Z.

(7 pontos)

a) (3 pontos) Demonstrar que, para quaisquer nimeros inteiros positivos m < [ dados,
existem um ndmero inteiro positivo n e ntimeros inteiros positivos z1,...,Tn, Y1, -+, Yn

tais que a igualdade
n n
> ek =D vk
k=1 k=1

se verifica para cada ¢ = 1,2,...,m —1,m +1,...,l, mas nao se verifica para i = m.

b) (4 pontos) Demonstrar que existe uma solu¢do do problema, onde todos os nimeros
Tlyeer s TpyYly---,Yn sao distintos.



