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(5 pontos) Seja n um nimero inteiro positivo que nao é divisivel nem por 2 nem por 5. Na
representacao decimal infinita do nimero % = 0,ajasa3 ... escolnem-se arbitrariamente um
nimero finito de digitos depois da virgula e apagam-se os restantes. Claramente o nimero
decimal obtido é também racional e por isso tem a forma 7 com a e b inteiros. Prove que b
¢é divisivel por n.

(5 pontos) Prove que para cada niimero natural n existe um polinémio f () com coeficientes
reais, de grau n, tal que o polinémio p (z) = f (332 — 1) é divisivel por f (x) no anel R [x].

(5 pontos) Prove a desigualdade = + x% <2para0 <z <l1.

(6 pontos) Dois vértices A e B de um triangulo ABC' estao localizados numa pardbola
y = ax?® + bx + c com a > 0 de tal forma que os lados AC e BC sio tangentes & pardbola.
Sejam m, a longitude da mediana C'Cy do tridngulo ABC e S a érea do triangulo ABC.
Determine

SQ
(6 pontos) Determine todos os nimeros inteiros positivos n para os quais existem ndimeros
inteiros positivos ai, ..., an, b1, ..., b, tal que

(a%—l—...—i—ai) (b%—i——l—b%) —(a1b1+a2b2+...+anbn)2 =n.

(6 pontos)

a) (2 pontos) Determine se existem ou nao matrizes A, B,C' € SLy(Z) que satisfacam a
condicdo A% + B? = C?.

b) (4 pontos) Determine se existem ou nao matrizes A, B,C € SLy(Z) que satisfacam a
condicdo A* + B* = C*.

A notagao A € SLy(Z) significa que A é uma matriz de dimensao 2 x 2 com entradas inteiras
edetA=1.

(7 pontos) Seja A um grupo aditivo abeliano sem elementos periddicos nao nulos e tal que
para cada numero primo p se verifica a desigualdade |A/pA| < p, onde pA = {pala € A},
pa = a+a+---+a e |A/pA| é a cardinalidade do grupo quociente A/pA (o indice do
—_———
p vezes

subgrupo pA).

Demonstre que cada subgrupo do grupo A de indice finito é isomorfo ao mesmo grupo A.



