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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

1. Comecemos por observar que todos os nimeros da forma a’® — 1 séo BONS, uma vez que a permutagdo.
(a2 -1, a? — 2,---,2,1) estd nas condigdes do enunciado do problema. Portanto os nimeros 3 e 8 sdo
nUmeros BONS.

De modo semelhante conseguimos concluir gue se um ndmero ¢ < % & BOM, entdo o nimero a? — (t + 1)
também & um ndmero BOM. Seja (aq, - - - , a¢) uma permutagdo dos nimeros de 1 a t que faz com que t seja
um nmero BOM, ou seja k + aj € um quadrado perfeito. Isto significa que a permutagdo (al, cee Ay, a’ —
(t+1),a% — (t+2),--- ,t+1) também verifica a condicdo do enunciado, e por isso a? — (¢ + 1) & um nimero
BOM. Usando este resultado, concluimosque 5 =9—-3—-1,12=16 -3 —1e 10 = 16 — 5 — 1 sGo ndmeros
BONS.

Nado é dificil verificar que 1 e 2 ndo sdo ndmeros BONS. N&o existe nenhum ndmero a4 menor ou igual do que 4
tal que 4 + a4 seja um quadrado perfeito, portanto 4 também ndo é um nimero BOM,

Se 6 fosse um ndimero BOM, existiria um permutacéo (al, as, -+, a6) tal que 1 4+ a1 e 6 4 ag seriam quadrados
perfeitos. Neste caso a Unica escolha possivel, tanto para a; como para ag, seria o nimero 3, e portanto 6 néo
€ um numero BOM. De igual modo se conclui que 7 ndo € um nimero BOM. Um raciocinio idéntico permite
verificar que o Unico nimero entre 1 e 11 que somado com o nimero 11 dd um quadrado perfeito & o 5, que
também & o Unico nimero entre 1 e 11 que somado com 4 d&d um quadrado perfeito.

Falta apenas verificar se 9 & um nimero BOM. A permutagdo (8,2,6,5,4,3,9,1,7) foz com que 9 seja um
numero BOM.

2. Seja E uma ponto do lado [AB] tal que EDB = BDC. Os tiangulos [BDC]| e[_BDE]LGOEngrue_nTes,
através da relacdo ala, uma vez que ABD = DBC'. Podemos ent@o concluirque EB = BC, ED = DC =
3. e que

BED = BCD =2FEAD. (1)
Por um lado sabemos que DEA+ ADE + EAD = 180°, uma vez que é a soma dos angulos internos do
tfridngulo, e por outro lado também sabemos que DEA = BED = 180°, donde se conclui que
BED = ADE + EAD. (2)
De 1ede 2, vem que 2EAD = ADE + EAD < EAD = ADE, e portanto o triangulo [AE D] & isésceles
com DE = AE.

Finalmente
10=AB=AE+ EB=DE +BC =DC+ BC =3+ BC,

implica que BC = 7.
C




3. A soma alternada do conjunto vazio € igual a 0. Seja n um inteiro maior do que 1. Existem 27=1 subconjuntos
de {17 2,..., n} com um nUdmero impar de elementos. Denotemos o conjunto de todos estes subconjuntos por
1. O conjunto I pode ser dividido em quatro subconjuntos I = I; U I,, U I1,, U I’, onde I é constituido pelos
subconjuntos de I que contém o nimero 1 e ndo contém o nimero n, I,, & constituido pelos subconjuntos de
I que contém o nimero n e ndo contém o numero 1, I1,, & constituido pelos subconjuntos de I que contém
os nimeros 1 e n, e I’ & constituido pelos subconjuntos de I que n&o contém os nimeros 1 e n. Podemos
estabelecer uma correspondéncia bijetiva entre I’ e I1,,, pondo

{a1,a9,...,ar} < {1,a1,az,...,a;,n}.
Além disso, assumindo que a1 < ag < -+ - < ag, @ soma das somas alternadas para cada um destes pares é
(n—ak—l—ak_l—~'+a2—a1+1)+(ak—ak_1+---—a2+a1) =n+1.

Como I’ tem 2"~2 /2 subconjuntos, a soma das somas alternadas de todos estes pares & igual a (n + 1)2773,
De forma andloga, podemos estabelecer uma correspondéncia bijetiva entre I e I,,, pondo

{1,&1,(12, . ,ak} <> {al,ag, . ,ak,n}.
Assumindo que a; < ag < -+ < ag, a soma das somas alternadas para cada um destes pares é
(n—agp+agx—1—--—ag+a1)+(ag —ag—1+---+ax—a+1)=n+1.

Como I3 tem 2"~2 /2 subconjuntos, a soma das somas alternadas de todos estes pares & igual a (n + 1)2773,
Concluimos que a soma das somas alternadas de fodos os subconjuntos de {17 2,..., n} com um ndmero impar
de elementos éigual a (n + 1)2" 73 4+ (n 4+ 1)2"3 = (n +1)2" 2, Fazendon = 10 obtemos 11 - 28 = 2816.

4, Vamos resolver o problema para um inteiro n > 2. Denotemos por P,, o conjunto de todos os pares de inteiros
(a,b) taisque 0 < a < b < n,mdc(a,b) =1ea+b>n,esejaS, asoma

Si= 3 =

(a,b)EPy ab

Se (a,b) € P, entdo (a,b) € P,41 exceto quando a +b = n + 1, e se (a,b) € P,41.entdo (a,b) € P,
exceto quando b = n + 1. Assim, temos S, 11 — S, =T — Q. onde T é a soma de todas as fragdes % com

(a,b) € Int1eb=n+1,e(Q éasomade todas as fragoes % com (a,b) € I, e a+b =n+ 1. Calculemos

T:
1 1 1 1 1
T= Z (n—l—l)a: Z n+1<5+n+1—a>: Z aln+1—a)

1<a<n+1 n+1 n+1
mdc(a,n+1)=1 lSa<™5 lsa<™
mdc(a,n+1)=1 mdc(a,n+1)=1

Calculemos agora ), notando que se (a,b) € P,ea+b=n+1l,entdob=n+1—-aea < "TH uma vez

quen+1=a-+b>2a:

1 1
Q= X Tt~ X amricay

1<a<nfl 1<a<ndl
mdc(a,n+1—a)=1 mdc(a,n+1)=1

onde a Ultima igualdade resulta de se ter que se mdc(z,y) = 1 ent@o mde(y — z,y) = 1.

Concluimos assim que T' = @, ou seja P, = P, 41 pratodo on > 2. Segue-se que Sogg = S = %

Nota: Se a, b sdo inteiros positivos tais que mde(a, b) = 1, entdo mde(a — b,b) = 1.

Prova: Suponhamos que d|b e que d|(a — b). Entdo, existem inteiros j, k tais que b = jd e a — b = kd, pelo
quea=b+kd=(j+k)d ouseja  d|a.Segue-se que mdc(a — b,b) & um divisor de mdc(a,b) = 1,

donde se obtém que mdc(a — b, b) = 1. spm



