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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

4. Vamos dividir as maneiras de pintar a primeira linha em dois casos: ou hd mais casas pintfadas de branco ou
h& mais casas pintadas de verde. O nUmero de maneiras de pintar o tabuleiro € igual em cada caso. Por isso,
vamos contar as maneiras de pintar o tabuleiro em que na primeira linha hd zero ou um quadrados verdes.

(a) Se depois de pintarmos a primeira e a Glitima linha, o nimero de quadrados verdes da primeira e da dltima
coluna também for igual, entdo hd 4 maneiras de pintar a primeira e a Ultima linha.

| | || | |

| | || | |

Para cada um destes casos, ha seis maneiras diferentes de pintar os dois quadrados restantes da primeira
coluna e os dois quadrados restantes da Ultima coluna: todos de verde, todos de branco e quatro
maneiras de pintar um quadrado na primeira € um quadrado na dltima coluna de cada cor. H& assim
4 x 6 = 24 maneiras de colorir o bordo do tabuleiro nestas condigoes.

(b) Se depois de pintarmos a primeira e a Gltima linha, o nGmero de quadrados verdes na primeira e na Ulfima
coluna diferem em uma unidade, entdo hd 4 maneiras de pintar a primeira e a Ultima linha. Estas quatro
maneiras correspondem a pintar um dos cantos do tabuleiro e o quadrado central da linha oposta de
verde, e os restantes quadrados da primeira e da Ultima linha de branco. Para cada um destes casos, ha
quatro maneiras diferentes de pintar os dois quadrados restantes da primeira coluna e os dois quadrados
restantes da Ulfima coluna. A figura mostra essas quatro manieras quando o canto superior esquerdo esta
pintado de verde. Temos assim 4 X 4 = 16 maneiras de colorir o bordo do tabuleiro nestas condicées.

(c) Se depois de pintarmos a primeira e a Ultima linha, o nimero de quadrados verdes na primeira e na Ultima
coluna diferem em duas unidades, entéo hd apenas duas maneiras de pintar a primeira e a dltima linha:
pintar dois cantos do mesmo lado de verde. Em cada um destes dois casos, sé existe uma maneira de
pintar os quadrados centrais da primeira e da dltima coluna.

Os dois quadrados centrais do tabuleiro podem ser pintados de verde ou de branco livremente. Portanto, cada
coloracdo dos restantes quadrados corresponde a quatro maneiras diferentes de pintar o tabuleiro.

Finalmente, podemos concluir que hd 4 x 2 x (24 + 16 + 2) = 336 maneiras diferentes de pintar o tabuleiro.

spm



5. De WCQ =WCB+BCQ =LCA+ BCL =BCAe CWQ = CWA = CBA. obtemos a semelhanca
de tfriGngulos

(WCQ] ~ [BCA].

A\Z/B

L

Em particular, . X
WQC = BAC.

De DCA = PCA=ACL = ACQe AQC =180 — WQC = 180 — BAC = DAC obtemos a semelhanca
de tri@ngulos

[DAC] ~ [AQC] .

Destas duas semelhangas de tringulos podemos concluir que

oW BR -

QW _Gc _ae _BA_

QA QA DA DA
QC AC

Assim, QA = QW e Q & o ponto médio de [AW]. De BW=LA vem que [ALBW| & um trapézio isdsceles.
Uma vez que as mediatrizes dos lados paralelos de um trapézio isdsceles coincidem, temos que

LQ = BQ.

6. Usaremos a notacédo A > B para indicar que existe uma linha de A para B e a notacédo A > B se existir
um caminho de A para B atfravés darede. Se A1 > Ag > --- > A > Ay, dizemos que (Aq, ..., Ax) éum
ciclo. Dada uma estaca@o A, definimos o bairro de A como o conjunto das estacdes B taisque A > B > A
(incluindo A). Note-se que se B estd no bairro de A, entdo A estd no bairro de B.

Consideremos uma rede dispersa e ndo corrigivel, com n estagcdes. Como a rede é dispersa, tem mais do que
um bairro. Sejom A > B estacdes em bairros diferentes. Se C' estd no bairro de A e D estd no bairro de B,
entdo C > D, pois em caso contrdrio teriamos A > B > D > C > A, pelo que A e B estariam no mesmo
bairro.
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Suponhamos que a rede tem 3 estacdes A, B e C em bairros diferentes, com A > B. Entao C > A > B,
A>C > BouA > B > C. Suponhamos, sem perda de generalidade, que & o Ultimo caso. Entdo A > C,
pois em caso contrdrio, seria A > B > C > A, logo A, B e C estariam no mesmo bairro. Assim, existem
estacoes A e C' tais que, para qualguer estacdo B de outro bairro, se tem A > B > (C'. Entd@o, invertendo as
ligacdes de e para B, obtém-se uma rede talque A > C > B > A e, para qualquer outra estacdo D se tem
A> D> C > B > A Deste modo, arede seria corrigivel.

Concluimos assim que uma rede dispersa e ndo corrigivel tem exatamente dois bairros. Suponhamos que um
desses bairros tem 4 ou mais estacdes. Como, dadas duas estacdes A e B nesse bairro se tem A > B > A,
entdo existe, nesse bairro, um ciclo (Al, cee ,Ak). Suponhamos que o ciclo passa por todas as estacdes do
bairro. Entdo, se Ax_1 > A1, (A1,..., Agx_1) éumciclo; se A1 > Ap_1, (A1, Ax_1, Ax) € um ciclo. Portanto,
em qualquer caso, existe nesse bairro um ciclo que Ndo passa por todas as estacdes do bairro.

Dado um ciclo (Al, e ,Ak) num bairro que ndo passe por todas as estacdes, se existe uma estacdo B
nesse bairro tal que A; > B > Aj, entdo existe um i tal que A; > B > A;1q (ou Ay, > B > Ajp.
Assim, (A1,...,A;, B, Aiy1,...,Ax) & um ciclo com mais uma estacdo. Se ndo existir tal estagdo, entdo
existem estacoes B e C nesse bairro tal que A; > B > C > Aj para quaisquer 1 < 7,7 < k. Assim,
(A1,...,Ax_1, B,C) & um ciclo com mais uma estacdo.

Concluimos assim que podemos juntar uma estacdo a cada ciclo, pelo que existe um ciclo (Al7 RN Ak) que
passa por todas as estacdes de um bairro, exceto uma, digamos B. Suponhamos, sem perda de generalidade,
que para cada estagdo C' do outro bairro, se tem B > C' e seja i talque A;41 > B > A; (cu A1 > B > Ap).
Invertendo as ligagdes de e para B, obtém-se uma rede talque B > A;41 > --- > A; > C' > B, logo na
nova rede s6 hd um bairro, ou seja, a rede é corrigivel.

Deste modo, se uma rede é dispersa e ndo corrigivel, tem exatamente dois bairros, cada um com menos de 4
estacodes, isto &, cada um com 1 ou 3 estagdes. Logon = 2, n = 4 oun = 6. Para cada um destes valores,
existe uma rede dispersa e ndo corrigivel: para n = 2, consideremos a rede {A, B} comA > B;paran = 4
consideremos a rede { A1, Ay, A3, B} com o ciclo (A1, As, A3) e cada A; > B; paran = 6 consideremos a
rede {A1, Az, A3, Bi, By, B3} com os ciclos (A1, Aa, A3), (B1, B, B3) e cada A; > Bj.
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