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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestoes para a resolucdo dos problemas

1. Como os triéngulos [ABE] e [C'DA] da figura sdo congruentes, entéio ABE = CDA. Logo os friéngulos

AB
[ABF] e [ADC] tém dois angulos iguais, pelo que sdo semelhantes, com razdo de semelhanga 5"

E

A B C
Pelo Teorema de Pitdgoras, temos @2 = A—02 i C’D2 = 10% + 5% = 125, logo a razdo de semelhanca

5 1
anterior &6 —— = —. Assim,
V125 V5

area|ADC] _ 25 _ 5 em?,

drea[ABF| =
5 5
Portanto, a @rea colorida mede 102 — 8 x 5 = 60 cm?.

2. Nenhum dos algarismos de um ndmero equilibrado pode ser 0. Suponhamos que os algarismos a, b, ¢, d e e de
um ndmero equilibrado estdo ordenados por ordem ndo-decrescente 1 < a < b < ¢ < d < e. Como

d—a=(b+c+d)— (a+ b+ c)édivisivel por e

d—a<d<e
entdo, necessariaomente, d —a = 0. Logoa < b < ¢ < d = a, pelo que
a=b=c=d.

Ou seja, num ndmero equilibrado hd, no méaximo, 2 algarismos distintos sendo que o menor deles aparece pelo
menos 4 vezes. Se os H algarismos forem todos iguais, o nimero € claramente equilibrado e temos 9 nimeros
equilibrados desta forma: 11111, ...,99999. Se os algarismos do nimero forem a, a, a, a € e, coma < e, entdo
o nUmero é equilibrado se e s6 se

spm




adivideda=a+a+a

advide2a+e=a+a+e a divide e a divide e
- B & { advide2e < o
advidea+2e=a+e+e o e divide 3a
e divide 3a

edivide3da=a+a+a

Assim, o algarismo e tem de ser um mulfiplo de a que divide 3a. De a < e vem que e = 3a e os valores
possiveis para o algarismo a sdo 1, 2 e 3 a que correspondem os valores 3, 6 e 9, respetivamente, para o
algarismo e. Deste modo, concluimos que os nimeros 11113, 22226 e 33339 e todos os que se obtém destes
por permutacdo dos seus algarismos séo 0s nimeros equiliorados com dois algarismos distintos.

Existem, no total, 9 + 15 = 24 nUmeros equilibrados.
. Seja N um numero obtido de n! pela substituicdo de um ou mais fatores k por k!. O nimero N é um quadrado
perfeito se e s6 se na fatorizagcdo de IN em ndmeros primos, o expoente de cada nimero primo é par.

Se n é um nimero primo, entdo, para qualguer nimero IV obtido pela substituicdo de um ou mais fatores & por
k!, o expoente de n na fatorizacéo de N em numeros primos € 1, logo N ndo é um quadrado perfeito.

Se n & um nimero composto, seja N = n! e p o maior nimero primo com expoente impar na decomposicdo
de N em nUmeros primos.

Como n é composto, tem-se p + 1 < n e substituindo o fator p + 1 por (p + 1)!, adiciona-se 1 ao expoente
de p. Logo o expoente de p na nova expressdo € par. Como o expoente de cada primo maior que p ndo é
alterado, se a nova expressdo N ndo for um quadrado perfeito, o maior nimero primo com expoente impar
na decomposicdo de IN em nUmeros primos & inferior a p.

Repetindo sucessivamente este procedimento, eventualmente todos os expoentes ficam pares, obtendo-se
um quadrado perfeito.

Portanto os naturais 1 nas condicées do enunciado sdo 0s nimeros compostos.
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