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Cada questdo vale 10 pontos

Sugestdes para a resolu¢cdo dos problemas

1. Como |z] e |y] séo inteiros, entao |z |? e |y]? sdo quadrados perfeitos. A soma de dois quadrados perfeitos
é 4 se e somente se um deles é 0 e o outro é 4.

Assim, o conjunto dos pontos (x,%) do plano que verificam |z|? 4+ |y]? = 4 & a reunido do conjunto
A={(r,y) eR?: |z|? =4e|y]? =0} comoconjunto B = {(z,y) € R? : [z]?> =0e |y]? = 4}.

Porsuavez, A = A1 U As, onde

Ar={(z,y) €R?: |z] =2e |y] = 0}
={(z,y) eR?:2<x<3e0<y<1},
2] = ~2e¢ |y] = 0}

Ay ={(z,y) eR?: |z] =
—2<z<-le0<y<1}

= {(z,y) € R?

e B = By U B>y, onde
z]=0ely] =2}

B ={(z,y) €R?: |
0<z<le2<y<3}

={(z,y) eR?

By ={(z,y) €R?: |z] = 0e |y] = -2}
={(r,y) eER?:0<z<le —2<y< —1}.

Portanto, o conjunto dos pontos do plano é a reunido dos conjuntos A1, Ay, By e By representada na figura

2. Sejoma, b, c,d, e, f, g, h,i elementos do conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, todos distintos. Se a distribuicdo dos
ndmeros pelos quadrados da base da torre for a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, entdo

asegunda linhatem os nameros:  ab, be, cd, de, ef, fg, gh, hi,
aferceira linha tem os nimeros:  ab’c, bc’d, cd’e, de’f, ef’q, fg*h, gh?i,
a quarta linha tem os ndmeros: ab3ctd, bctdle, cddedf, dedfig, ef ¢ h, fgih’i,

a quinta linha tem os ndmeros: ab*c®dte, bctdbetf, cdeSflg, detfOq*h, efig®hii,
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a sexta linha tem os nimeros: ab®ct0qt0eb bcPdt0el0 £5 cd®elV F1005h  ded F10410p5;
) g? g M g M
a sétima linha tem os nameros:  ab%ct®d?0el® f0g,  bc8d®e?0 f1546h,  cdfel® £20415 155,

a oitava linha tem os nameros: — ab’c?1d3%e? f21g"h,  bed?te® 35 g2 R,
O nmero do quadrado do topo da torre & ab®c¢?2d?%e™ £56 428 K84, Este numero & tanto menor quanto maiores
forem as bases das poténcias de menor expoente, ou seja,

a=9,1=8 ou a=28,1=9,

b=7,h=6 ou b=6,h=17,

c=59g=4 ou c=4,g=25,

d=3,f=2 ou d=2, f =3,
e=1.

Portanto, é possivel distribuir os nove nimeros pelos quadrados da base da forre de 2% = 16 maneiras distintas,
de modo a obter o menor nimero possivel no quadrado do topo da torre.

3. Solugdo 1: Considera o ponto H tal que [BH DC] é um rectangulo.

B H

F

Por um lado, os frigngulos [AH D] e [DC'F] sdo semelhantes, logo,

FC CD

HD AH’
— CDxBC
ouseja, F'C = g
AB+CD

Por outro lado, os friangulos [BH E] e [GC B] sdo semelhantes, logo,

CG BC

BH FEH’
—— BCxCD
ouseja, CG = %
BC+ DFE

Portanto, FC = CG, o triangulo [C FG) & isésceles e a amplitude de £ CFG & 45°.

Solugdo 2: Considera os pontos H e [ tais que [ABC H| e [C DEI] sGo quadrados.
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Por um lado, os triangulos [AD H| e [F' DC| sdo semelhantes, logo

o _ 7D
AH HD’
ou seja, FC = M
BC+CD
Por outro lado, os tridngulos [BEI| e [BGC] sGo semelhantes, logo,
@70
IE  BI’
. BCx(CD
ou SejO, CG = _Xi_
BC+CD

Portanto, FC' = CG, o triangulo [C F G| é isdsceles e a amplitude de £ CFG é 45°.

. Sendo a e b nimeros friangulares tem-se

g mt) —n+1)  (m—n)(m+n+l)
2 5 :

para algum par de inteiros positivos (n, m) O ndmero de pares (a, b) tais que b — a = 2008 é igual ao nimero
de pares de inteiros positivos (n, m) tais que

(m—n)(m+n+1)=2x 2008 = 2" x 251.

Uma vez que os nimeros m —n e m+n — 1 tém paridades diferentesem+n+1 > m—n,temsem—n =1
em+n+1=2"x251oum—n =2em+n+ 1 = 251, donde se obtém m = 2008 e n = 2007

oum = 133 e n = 117, respectivamente. Portanto, existem dois pares (a, b) de nimeros triangulares que
2007 x 2008 2008 x 2009> o <117 x 118 133 x 134)

2 ’ 2 2 ’ 4

satisfazem a condicdo b — a = 2008: <
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