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Sugestoes para a resolucdo dos problemas

4. Solugdo 1: Seja [AFE] a altura do triangulo [ABC] relativa ao lado [BC] e seja F' um ponto de [AB] tal que
[DF] é paralelo a [AC].
A

C D B E

Como ADE = ADB = 45°, o friGngulo retdngulo [AED] é isosceles e, pelo Teorema de Pitdgoras,
AD = /2 AE. Além disso, sendo AC B = 30°,tem-se AC = 2AFE.

Por outro lado, [DF] é paralelo a [AC] logo CAD = ADF e, sendo D o ponto médio de [C'B], tem-se
DF = VAC = A,

Assim, % = \/5 e % = \/5 e, tendo em conta que CA\D = AﬁF, podemos concluir pelo critério LAL (de
semelhanca de friangulos) que os triangulos [AF D] e [C'D A] séo semelhantes, ou seja, DAF = ACD = 30°.

Solugdo 2: Seja o = DAB. Aplicando a Lei dos senos ao triangulo [AC D] tem-se

AD  sin30° 1
CD sinl5°  2sin15°°

A Lei dos senos aplicada ao triangulo [AD B] garante que

AD sin(180° — (45° + «))  sin(45° + «)

DB sin o sin o
sin 45° cos o + cos 45° sin «

sin o

. coSs
= sin45°—— + cos 45°.
sin o
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Tendo em conta que CD = DB, tem-se

cos & 1
sin 45° — + cos45° = ————
sin av 2sin 15°°
ou seja,
COS « 1

sina  2sin45°sin 15°

N
2

Ora 2 sin 45° sin 15° = cos 30° — cos 60° = ,logo

COSs (¢ 2
- —1=+/3,
sina /3-1 V3

ousejatana = % e, por isso conclui-se que o« = 30°.
. Solucdo 1: A probabilidade é a propor¢cdo entre o nidmero de sorteios em que um dos jogadores amadores &
apurado para as meias-finais (casos favordveis) e o nimero total de sorteios (casos possiveis).

Num sorteio, comeca-se por escolher um dos 16 jogadores, depois sorteia-se um dos restantes 15 jogadores
para seu adversdrio. De seguida sorteia-se o segundo jogo, escolhendo um dos 14 jogadores ainda disponiveis
e o seu adversdrio entfre os restantes 13 jogadores. Sem perda de generalidade, podemos supor que os
vencedores destes dois jogos se defrontam na eliminatdria seguinte. Ha assim 16 x 15 x 14 x --- x 2 x 1 = 16!
sorteios possiveis.

Para que um jogador amador se qualifique para as meias-finais, € necessdrio que haja, pelo menos, dois
jogos da primeira eliminatdria entre jogadores amadores e que 0s vencedores desses jogos joguem entre si
nos quartos-de-final. Para isso acontecer, tem que haver quatro jogadores amadores a serem sorteados nas
posicoées 1 — 4, ou, equivalentemente, nas posicdes 5 — 8, nas posicdes 9 — 12, ou ainda, nas posicoes
13 — 16. Para cada um destes casos, hd 6 X 5 x 4 x 3 hipdteses. Para sortear as restantes 12 equipas hd
12 x 11--- x 2 x 1 = 12! hipoteses. O nimeros de sorteios favoraveis & portanto: 4 x (6 x 5 x 4 x 3) x 12!

A probabilidade que pretendemos calcular é:

4x6x5Hx4x3x12! B 3
16 x 15 x 14 x 13 x 12! 7x 13

~ 3,3%

Solugcdo 2: Os 16 jogadores sdo divididos em quatro grupos de 4 jogadores, e s6 é possivel que um jogador
amador esteja nas meias-finais se um destes grupos tiver apenas jogadores amadores.

H& um total de (146) conjuntos de quatro equipas, e (2) conjuntos de quatro equipas amadoras. Como ndo é
possivel sortear dois grupos sé6 com equipas amadoras, a probabilidade é:

(6) 4 x 6! x 12! x 4! 3
% (%) 6l xdlx 2l 7xi3 S 3%
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6. Se o Xavier escolner nimeros cuja soma & o nimero par 25, entdo o Zé pretende formar dois grupos com soma

S.

Vamos mostrar que o Xavier consegue garantir a vitria se e sb se b for impar (independentemente de a).

e Se b for impar, o Xavier consegue garantir a vitéria.

. . . (a—1)(b—1) )
Para isso, sendo N um inteiro qualguer maior do que B S— basta escolher nUmeros entre N e
N+a—1.
Se o Z& formar um grupo com —— nameros (ou Mmenos), terd uma soma no MAxXIMo de — X (N+a—1).
. +1 ) ) o 1
Se 0 Z& formar um grupo com numeros (ou mais), ferd uma soma No MiniMmo de X N.

b+1 b—1 —1b-1
Como (% X (N +a— 1)> — (T X N> =N-—- (a)% > (), entéo o Z& ndo consegue
formar um grupo cuja soma seja S.

Se b for par, o Xavier ndo consegue garantir a vitoria:

Solucdo 1: Suponhamos que o Xavier conseguia escolher nimeros com os quais Ndo seria possivel formar
dois grupos com soma S

Consideremos um grupo A com % elementos cuja soma seja o maior possivel, mas menor que S. Seja B
o grupo formado pelos nimeros restantes.

Se em A houvesse algum nimero n tal que em B estivesse o nimero n+ 1, entdo, trocando estes nimeros,
obter-se-ia um grupo com soma maior do que a de A e menor do que S, contradizendo a definicdo do
grupo A.

Assim, concluimos que em A ndo estd nenhum nimero cujo nimero seguinte esteja em B, ou seja, A
contém os % maiores nimeros escolhidos pelo Xavier. Isto contradiz o facto de que a soma dos ndmeros

de A & menordo que S.

Solucdo 2: O Zé consegue ganhar usando a seguinte estratégia. Ele comega por ordenar os b nimeros
de forma crescente 1 < x9 < --- < xp. A diferenca entre dois nimeros consecutivos ou € 0 ou é 1.
O Zé& vai dividir os nimeros por dois conjuntos A e B, com o mesmo nimero de elementos, da seguinte
maneira:

(a) x1 fica no conjunto A e x5 fica no conjunto B;

(b) quando cada conjunto jé tiver k elementos, se as somas dos elementos de A e de B forem iguais,
coloca ag41 No conjunto A e x99 NO conjunto B;

(c) se a soma dos elementos de A e de B forem diferentes, coloca o1 No conjunto B e o192 NO
conjunto A.

Em cada passo a soma de cada um dos conjuntos ou é igual ou difere em uma unidade. No final de
distribuidos os b nUmeros a soma total & par, e por isso a soma de cada um dos conjuntos A e B tem que
ser igual.
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