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Instrugoes:
o Nesta prova ha 7 problemas. Vocé deve resolver 5 problemas.
Caso vocé resolva mais de 5 problemas, sua nota é a soma das 5 maiores pontuacdes obtidas. Isso também vale para pontuacdes parciais.
e A duragdo da prova ¢ de 4h30min.
e Escreva na primeira pagina da sua prova o horario em que vocé comecou a prova e o horario em que vocé terminou a prova.
e Todas as respostas devem ser justificadas.
e Somente serdo aceitas resolugdes feitas a mao, a tinta ou a lapis. Solugdes digitadas em computador, por exemplo, ndo serdo aceitas.
e Em dispositivos eletronicos, os unicos usos permitidos sao:
(1) leitor de arquivos somente para visualizar os enunciados;
(2) calculadora sem acesso a Internet.
e Nao ¢ permitido nenhum tipo de consulta, incluindo qualquer tipo de material fisico (por exemplo, cadernos e livros) ou eletronico/Internet.

PROBLEMA 1 -

A Esperanca Pitagorica ¢ uma formula criada por Bill James (historiador, estatistico e especialista em beisebol) para estimar a
porcentagem de jogos que uma equipe de beisebol deveria vencer em uma temporada baseado no nimero de corridas que a equipe
fez e quantas ela sofreu (vocé néo precisa entender de beisebol para resolver o problema, nés mesmos da OPM ndo entendemos ©
— viva a Wikipédial):

o (corridas feitas)?
% de Vitorias =

(corridas feitas)? + (corridas sofridas)?

O ntmero ¢ fruto da semelhanga do denominador da formula com o Teorema de Pitagoras.
Por exemplo, em 2012, o New York Yankees fez 804 corridas ¢ sofreu 668 corridas. Entdo, de acordo com a formula de Bill
James:

) 8042
% de Vitérias = m = 0,5916

Como sao 162 jogos na temporada regular, a formula previa 0,5916 ...- 162 = 96 vitdrias. De fato, foram 95 vitorias. Nada
matu...

a) O New York Mets (o outro time da cidade de Nova lorque) fez 636 e sofreu 668 corridas em 2021. Aplicando a formula da
Esperanca Pitagorica, qual o nimero de vitorias esperado para a temporada? Curiosidade: a formula acerta em cima. Muito bom...
b) Qual deve ser a razdo entre o nimero de corridas feitas e o numero de corridas sofridas para a formula prever 64% de vitorias
em uma temporada?

Analisando diversos conjuntos de dados, percebe-se que a formula tem um erro recorrente. Ela costuma errar por entre uma e trés
partidas. Para corrigir este erro, muitos estatisticos fizeram testes para determinar o expoente ideal.

A proposta mais conhecida ¢ a formula de Pythagenport criada por Clay Davenport (cofundador do Baseball Prospectus):

corridas feitas + corridas sofridas
Expoente = 1,50 - log,, ( - ) + 0,45
jogos
Por exemplo, voltando ao Yankees de 2012:
804 + 668
Expoente = 1,50 - log, (7> + 0,45 = 1,89
162
E, portanto:
804189
% de Vitérias = =0,586...

804189 + 66818

Novamente, como s3o 162 jogos na temporada regular, a formula previa 0,586 ... 162 = 95. Em cheio!
A tabela a seguir mostra o numero médio de corridas feitas por jogo por cada time nas Ultimas dez temporadas da MLB (Major
League Baseball — a principal liga profissional de Beisebol dos EUA).

Ano 2013 2014 | 2015 2016 | 2017 2018 2019 2020 2021 2022
Média | 4,17 4,07 4,25 4,48 4,65 4,45 4,83 4,65 4,53 4,30

¢) Suponha que tivéssemos que utilizar um unico expoente para todos os times da MLB em 2021. Considerando a tabela, calcule
tal expoente.

Dica: vocé pode querer adotar neste item que log,, 3 = 0,48.

d) Quando especialistas sugerem trocar o expoente 2 por outro, os valores sugeridos sempre sdo menores. O valor 1,83, por
exemplo, ¢ o utilizado pelo excelente site baseball-reference.com

Considerando, mais uma vez, a tabela dada, justifique o porqué de os valores utilizados serem menores do que 2.



PROBLEMA 2 -

Um heptagono regular ¢ um poligono de 7 lados congruentes e angulos internos congruentes. Ele aparece em uma edi¢do antiga
da moeda de 25 centavos de real:

E 1 D

Considere um heptagono regular ABCDEFG de lado 1. As diagonais CG e BF se cortam no ponto P.
a) Explique por que os angulos ABF e GF B possuem mesmas medidas e prove que o quadrildtero ABFG é um trapézio.
b) Mostre que ABPG ¢ um losango (isto ¢, um quadrilatero com seus quatro lados congruentes).

¢) Calcule as medidas dos angulos GFB e GPF, em radianos.
d) Mostre que FP = 2 cos 2771
e) Prove que PE? = 1 — 8 cos g cosZTﬂ cos 477T.

s 21 41 1
f) Mostre que cos ZC0S—-COS— = ——¢ conclua que PE = /2.

41T

a1 2 seng cosg 00527" Cos— ) 3
e os fatos listados a seguir.

7

. T 21
Dica: cos 5 C0s—-cos

T
2sen—
7

(n-2)m

o Um poligono regular com n lados tem dngulos internos de medida radianos;

o Em um tridngulo com lados a, b, c e dngulo 8 entre a e b, vale a lei dos cossenos: c?> =a?+ b? —2abcosb.
o cos(m—x)=cos(mr+x)=—cosx

e sen(m+x)=—senx

e 2cosacosh =cos(a+b)+ cos(a—b)

e 2senxcosx = senz2x

PROBLEMA 3 -

O Farkle é um jogo de dados para duas ou mais pessoas. Em cada rodada todas jogam. Sao utilizados seis dados e o jogo acaba na
rodada em que alguém atingir 10.000 pontos. Uma vez que alguém termine sua vez com 10.000 pontos, as demais pessoas que
ndo jogaram ainda na rodada tém uma ultima chance de pontuar. Vence quem tiver mais pontos.

Os pontos sdo atribuidos seguindo a tabela a seguir.

Tipo de Pontuacio Pontos
E]’s (até um par) 100 para cada E obtido

’s (até um par) 50 para cada obtido
Terno de ‘3 (E E E) 300

Terno de x's (trés x's, x #1°]) 100 - x
Quadra (quatro nimeros iguais) 1000
Quina (cinco nimeros iguais) 2000
Sena (seis nimeros iguais) 3000
Sequéncia (El D [ﬂ [Z] ) 1500
Trés pares 1500
Quadra e par 1500

Duas ternas 2500




Cada jogador comega sua vez jogando todos os seis dados. Ele deve entdo retirar qualquer subconjunto de dados que valham
alguma pontuacdo e acrescentar tal pontuacao ao seu total na rodada. Os dados ndo envolvidos na pontuagao podem ser langados
novamente. E assim sucessivamente.

Se ndo ha pontuagio possivel, dizemos que ele langou um Farkle ¢ a rodada acaba para ele. Neste caso, ele perde todos os pontos
obtidos na rodada, ou seja, sua pontuacdo na rodada ¢ 0 (zero). Caso contrario, ao terminar de utilizar todos os dados em
pontuagdes, ele acumula os pontos obtidos ao seu total no jogo.

O jogador tem a opgdo de parar em qualquer momento em seus langamentos e acrescentar os pontos obtidos até entdo na rodada
ao seu total no jogo.!

Complicado? Vejamos um exemplo.
Esmeralda comega sua primeira rodada langando ‘3 ‘3 El E E] ‘3 Esse resultado produz quatro dados que levam a

pontuacdes: um terno de @’s e um . Assim, Esmeralda tem as seguintes opgdes para continuar sua rodada:

e  Retirar o terno de @’s para obter 100 - 4 = 400 pontos e parar;

e Retirar o terno de @’s para obter 100 - 4 = 400 pontos e langar os outros trés dados;

e  Retirar o E para obter 50 pontos e parar;

e Retirar o E para obter 50 pontos e langar os outros cinco dados;

e  Retirar os quatro dados @ @ @ E para obter 450 pontos e parar;

e  Retirar os quatro dados @ @ @ E para obter 450 pontos e langar os outros dois dados.

Esmeralda decide pela ultima opgdo, que € retirar os quatro dados @ @ @ e langa os dois dados restantes. Ela obtém @

. Nao ha pontuagdo possivel, ou seja, Esmeralda langou um Farkle. Com isso, ela perde os 450 pontos e sua rodada termina.
Esmeralda obtém 0 ponto nessa rodada.

a) Seja p,, a probabilidade de lancar um Farkle com n dados. Calcule py, p,, p3 € pe.

Na sua vez, Jade decide jogar seus dois dados restantes mais uma vez e colocar em risco os T pontos que obteve na rodada, e em
seguida terminar sua rodada, independentemente do resultado.

b) A tabela a seguir exibe os possiveis resultados para o langamento de dois dados de Jade. Preencha a tabela com as possiveis

pontuagdes finais de Jade, em fungdo de T. Preenchemos um valor para vocé: se Jade obtiver dois E ‘s, sua pontuacdo final da

rodada é T + 200.
[+] ‘) %) .. -

. T+ 200

¢) Obtenha, em termos de T, o valor esperado para o numero de pontos obtidos por Jade na rodada apés o langamento dos dois
dados.

Neste item vocé talvez queira utilizar a formula do valor esperado.

Seja X o numero total de pontos acumulados na rodada apos langar os dois dados restantes, o valor esperado E(X) é dado pelo
somatorio dos produtos das pontuagées possiveis de serem atingidas pelas probabilidades daqueles resultados ocorrerem. Por

exemplo, se forem obtidos dois | * 1’s, Jade ganha mais 200 pontos. E a probabilidade de se obter dois m’s é %. Logo um dos

. 1
termos deste somatorio é (T + 200) - T

d) Determine o valor de T para o qual E(X) =T.
e) Qual conselho vocé daria para um jogador com T pontos que estd pensando em jogar mais uma vez seus ultimos dois dados e
terminar sua rodada?

PROBLEMA 4 -

Além de resolver problemas, a capacidade de elaborar problemas novos, as chamadas conjecturas, cuja busca da resolucdo leve ao
desenvolvimento da Ciéncia ¢ uma das habilidades mais importantes que um matematico pode possuir. Um dos maiores
elaboradores de conjecturas que propiciaram a criagdo de novas areas e técnicas da Matematica atual foi o hlingaro Paul Erdos
(26/03/1913 — 20/09/1996). Trataremos neste problema de uma de suas conjecturas envolvendo uma equag¢do Diofantina:
equagoes que procuramos solugdes inteiras.

! Existe uma regra que envolve uma pontuagdo minima de 500 pontos para comecar a pontuacdo, mas ela n3o serd relevante
nesse problema.



Erdés propds a questdo de se a equacdo Diofantina x*yY = z# possuia solugdes além das triviaisx =ley=z;y=1ex = z.
Chao Ko encontrou infinitas solu¢des sendo uma delas (aquela com menores valores para as variaveis) com x = 12% e y = 6°5.
a) Determine a fatoragdo em primos de z para x ¢ y dados acima.

Claude Anderson conjecturou que a equagdo Diofantina w*x*y?Y = z* ndo possuia solu¢des com 1 < w < x < y < z, mas Chao
Ko desta vez em colaboragdo com Sun Qi descobriu uma infinidade de contraexemplos para a generalizagdo da conjectura para
um nimero qualquer de variaveis, ou seja, para a equagdo x;*1x,*2x3*3 « --- - x, ¥k = z% em que Xy, X3, X3, ..., X} € Z s30 inteiros
positivos.

b) Sabendo que w = 31226, x = 31325 e y = 3142 determine z na equagdo wWx*y” = zZ. Por que esta solugdo mostra que a
conjectura de Anderson ¢ falsa?

No pagina 266 do maravilhoso livro Unsolved Problems in Number Theory de Richard K. Guy (3" Edi¢ao, 2010), as solugdes de
Chao Ko ¢ Sun Ki sdo apresentadas como segue:

n(pn+1_o, _ n_
X, = k" (k 2n k)+2n(kn —1)26"-D)
X, = kk"(k"+1—2n—k)(kn _ 1)2(k"—1)+z
X3 ==X = kk"(kn+1—2n—k)+n(kn _ 1)2(kn—1)+1
7 = K (M -2n—k)+n+1
¢) Alguma coisa parece estranha com o z, ndo é? De fato, falta um pedago na férmula do z (acontece com os melhores autores!):
falta um fator da forma (k™ — 1), ou seja, o valor correto de z & z = kK (K™ =2n=k)+n+1(gn _ 1)M parg algum M inteiro
positivo. Encontre a formula para M. Ndo se esquega de que vocé deve justificar as suas respostas.
d) Mostre que existem infinitos contraexemplos para a conjectura de Anderson.

PROBLEMA 5 —

Suponha que tenhamos uma mesa redonda com n lugares sem pessoas adjacentes e sem a possibilidade de colocar mais pessoas a
nao ser que duas fiquem adjacentes. Chamamos tais distribuicdes de mesas cheias.

Observe que, se colocarmos apenas uma pessoa na mesa, sempre ¢ possivel acrescentar mais uma e, portanto, a condi¢cdo do
problema nao ¢ satisfeita. Também podemos verificar que ¢ impossivel colocar trés pessoas na mesa dentro destas condigdes.

Seja a,, o nimero de mesas cheias de n lugares. Acabamos de mostrar que as; = 5. Temos ainda que (¢ facil verificar!): a, = 2,
a; = 3 e a, = 2 (isso mesmo, ndo € 4).

a) Calcule aq (dica: nao da 6), a,, ag € ag € complete a tabela a seguir na sua folha de respostas. Ndo se esqueca que vocé deve
Justificar suas respostas.

a, as Ay as 473 ay ag [42)
2 3 2 5

Vamos provar nos proéximos dois itens que a sequéncia a,, satisfaz uma recursao da forma:

Ap =C1 " Anq+Cy App +C3°An_3
emquen = 5ecq, C, € C3 sA0 constantes.
b) Calcule ¢4, ¢, € c3.
¢) Prove que a,, satisfaz a recursdo a, = ¢; - a,_1 + ¢, - a,_, + ¢c3 - a,_3, paran = 5, com as constantes obtidas no item anterior.
(Super) Dica: considere que as cadeiras tém uma numeragdo fixada como as mostradas abaixo para mesas cheias com,
respectivamente, n = 10 e n = 11 cadeiras.
Observe que é possivel, a partir dessas distribui¢oes que satisfazem as condi¢oes do problema, obter uma regra que identifique
de maneira unica mesas cheias que satisfazem o problema para n = 13 cadeiras.

®90p

W---
o

d) Calcule a3 ¢ aq5.
Se vocé ndo errou nenhuma conta (#ficaadica), pode observar que sempre que temos um niimero primo p, entdo a, ¢ um multiplo
de p. Iremos concluir esta questdo demonstrando tal fato.



Considere as cadeiras numeradas como vimos na figura acima. Dizemos que duas maneiras de ocupar as mesas nas condigdes do
problema sdo rotacionalmente equivalentes se uma pode ser obtida a partir da outra por uma rotacdo. Por exemplo, as duas
maneiras a seguir sdo rotacionalmente equivalentes.

¥ o

Consideramos que toda mesa cheia é rotacionalmente equivalente a ela mesma. E facil ver que se uma mesa cheia é
rotacionalmente equivalente a uma segunda mesa cheia, também ¢ valido que a segunda ¢ equivalente a primeira. Finalmente, se
uma mesa cheia é equivalente a uma segunda e esta segunda ¢ equivalente a uma terceira, entdo a primeira ¢ rotacionalmente
equivalente a terceira.

Com estes trés fatos pode-se demonstrar — vocé ndo precisara fazer isso agora — que o conjunto formado pelas mesas cheias com n
lugares ¢ particionado (isto ¢, dividido em subconjuntos disjuntos) por conjuntos de mesas cheias rotacionalmente equivalentes.
Tais conjuntos sdo chamados de classes de equivgléncia. Por ex%nplo, paran =°6, uma das classes de equivaléncia é:

Observe que tal classe de equivaléncia contém trés mesas cheias distintas com 6 lugares.

e) Apresente todas as classes de equivaléncia das mesas cheias com 8 lugares.

f) Prove que se alguma classe de equivaléncia do conjunto das mesas cheias com p lugares, p primo, tem k elementos, 1 < k < p,
entdo existe uma mesa cheia que ¢ rotacionalmente equivalente a ela rotacionada em apenas um lugar, ou seja, as posi¢des de
cadeiras ocupadas ndo se alteram se a cadeira 1 é colocada na posi¢do da cadeira 2; a cadeira 2 é colocada na posicdo da cadeira
3;a3nada4;..;adap—1nadapeapnadal.

g) Conclua que para todo primo p, a,, ¢ um multiplo de p.

Curiosidade: ndo vale a volta, ou seja, se a,, ¢ um multiplo de n, ndo podemos concluir que n ¢ primo. Nimeros compostos n tais
que a,, ¢ um multiplo de n sdo chamados de pseudoprimos de Perrin. Tais numeros sdo raros, mas sdo infinitos. Os menores
pseudoprimos de Perrin sdo 271441, 904631, 16532714, 24658561, 27422714, 27664033. Para saber mais, veja:
https://oeis.org/A013998

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0022314X10000120?via%3Dihub

PROBLEMA 6 —

A . . . , . .. (n
O Triangulo de Pascal ¢ uma forma muito famosa e util de apresentar os nimeros binomiais ( k)

apresentamos na linha n os binomiais (k) para 0 < k < n. A seguir temos as cinco primeiras linhas do Triangulo de Pascal.

n!

=k'(n—;k)l.Apartirden=0,

G O & 6 0
0 1 2 3 4
Nesse problema veremos algumas propriedades dos numeros binomiais envolvendo suas posi¢cdes no Tridngulo de Pascal.

Para inteiros positivos 1 < k < n considere alguns termos em trés linhas consecutivas do Tridngulo de Pascal. Vamos considerar

Z: D’ B; = (k _Tr_ 1) e By = (n-}i{- 1) e outro com vértices em B, = (n ; 1), B, =

n o . . T .
) eBg = ( k— 1). Os dois triangulos juntos formam uma estrela de seis pontas similar a famosa estrela de Davi.

um “tridngulo” com vértices em By = (
(n +1
k+1




a) PI‘OVG que Bl . B3 N BS = BZ . B4 . BG'

Nos proximos itens vamos provar o Teorema de Gould. Ele diz que o maximo divisor comum (mdc) dos trés “vértices” de um
triangulo ¢ igual ao mdc dos vértices do outro, ou seja:
de(Bl, B3, Bs) = de(Bz, B4, B6)

Para cada primo positivo p chamaremos de v,(n) o expoente de p na fatoragdo do inteiro positivo n como produto de poténcias
de primos. Por exemplo, v,(20) = 2, v,(27) = 0 e v3(27) = 3. Observe que nos inteiros positivos m = n & v,(m) = v,(n)
para todo primo p.

Para o proximo item considere um primo p fixado.
b) Prove que se v, (x) < v,(¥), entdo v,(x + y) = v,(x). Prove também que se v, (x) = v,(y), entdo v, (x +y) = v, (x).

Uma consequéncia imediata dos resultados do item b é que entre os trés valores v,(x), v,(y) e v,(x +y) o valor minimo
acontece duas ou trés vezes. Nao existe um deles que ¢ estritamente menor que os outros dois.

Seja B, = (Z) e, para cadai = 0,1, ...,6, seja e; o valor de v, (B;).
c) Explique por que e; + e; +e; = e, + e, + €.

d) Suponha que e; < min (e,, e4, €4). Prove que e; = e,.
e) Ainda de acordo com a hipdtese do item d, prove que es = e; = e; = e,.

f) Prove que o resultado do item ¢ gera uma contradi¢do com o resultado do item c. Ou seja, demonstre que e; = min (e, e, €5).

g) Conclua a demonstra¢do do Teorema de Gould, ou seja, prove que vale a igualdades dos mdcs:
mdc(By, Bs, Bs) = mdc(By, By, Bg)

PROBLEMA 7 -

Uma maneira de descrever area que ¢ bastante utilizada em calculo é utilizar vetores. De modo informal, um vetor ¢ uma flecha
que pode ser transladada livremente. Todo vetor tem diregdo, sentido e comprimento. Os vetores possuem operacdes proprias. Por
exemplo, para somar X e y devemos colocar o comego de um no final do outro e o vetor soma X + y vai do comego do primeiro
até o final do segundo como mostrado na figura a seguir.

- v
y /
Existem outras operagdes importantes com vetores como veremos neste problema.
No caso particular de areas de faces de solidos, podemos definir o vetor drea como o vetor que tem comprimento numericamente
igual a area da face, direcao perpendicular a face e sentido apontando para o exterior do sélido. A seguir, representamos um

tetracdro ABCD e seus quatro vetores de area Uy = Sypc, Vo = Sagps Vb = Sacp € Vg = Spcp- Os comprimentos dos vetores sdo as
areas das faces ABC, ABD, ACD e BCD, respectivamente.

SaBD
N o
SN S
Simc ACD
D
B

SBCD ¢

Tetraedros tém uma propriedade bastante interessante:

Propriedade T: Sejam v, v, v, U, vetores de darea de comprimentos a,b,c,d, respectivamente, ndo todos no mesmo plano.
] a» Vpr Ve, Vg p 4 p

Entdo existe um tetraedro com exatamente esses 4 vetores de drea se, e somente se, U, + v, + v, + Vg = 0 (vetor nulo que tem

comprimento zero). Além disso, o tetraedro é unico a menos de translagdo.

Vamos demonstrar essa propriedade e usa-la para provar um resultado geométrico bem bacana. Qual? Continue a ler!

A demonstracao da propriedade T exige dois passos: um ¢é provar que, em cada tetraedro a soma de seus vetores de area é o vetor
nulo (ou seja, v, + v, + U, + v4 = 0) € o outro ¢é provar que, dados os vetores de area v, v, U, V4 ndo coplanares com v, +
— — — = . , . ;. ,

vy + v, + v, = 0, é possivel construir um unico tetraedro com esses vetores de area.



Para a primeira tarefa, vamos usar o conceito de produto vetorial, que calcula essencialmente o vetor area: o produto vetorial de
dois vetores ¥ e W, denotado por ¥ X W, é o vetor perpendicular ao plano determinado por ¥ ¢ W e comprimento igual a area do
paralelogramo determinado por ¥ € W. Note que, pela nossa definigdo, se ¥ € W estdo na mesma dire¢do, a area do paralelogramo
relevante ¢ zero, ¢ o produto vetorial é o vetor nulo.

O sentido é determinado pela ordem entre ¥ e W. Imagine os dois vetores no plano horizontal; se ao girar de ¥ para W vamos no
sentido anti-horario, entdo ¥ X W aponta para cima; caso contrario, entdo ¥ X W aponta para baixo. Por isso, se trocarmos a ordem

dos vetores, o sentido do produto vetorial é trocado, ou seja, W X U = —¥ X W.
U X W
-
w
S
0
1
n
WX U

Assim, no tetraedro ABCD na figura, v, = E = ;ﬁ x BC, vy = % = ;R X AD, e assim por diante. Note que a ordem em
que os vetores sdo colocados ¢ relevante.
O produto vetorial tem as seguintes propriedades:

o UX(-W)=-UxWw

o X (W+1U) =¥ XW+ ¥ X 1; em particular, PQ X XZ = PQ x (XY +YZ) =PO xXY +PQ xYZ.

e WHUWXV=WXV+UXDV

a) Mostre que no tetraedro ABCD, T + U, + Vg + Vg = 0, ou seja, Sgep + Saco + Sasp + Sage = 0.

A segunda tarefa, que € mostrar a existéncia de um unico tetraedro, usa vetores e... matrizes! Antes, comegamos com um novo
ingrediente, que é o conceito de produto escalar entre dois vetores ¥ ¢ W, denotado por ¥ - w. O produto escalar é igual a
vw cos @, em que v e w sdo os comprimentos de U e W e 8 é o angulo entre esses dois vetores. Observe que, como cos 90° = 0,
Plwecsd=07v-w=0.

b) Mostre que BA - Sgep = —3V,em que V € o volume de ABCD.

Para achar o tnico tetraedro, usamos um sistema de coordenadas com 3 eixos perpendiculares dois a dois. Escolhemos um ponto
de referéncia para ser a origem do sistema, ou seja, o (0,0,0). Em sistemas de coordenadas no espago, associamos a cada vetor
¥ = (v, V5, V3) trés coordenadas reais vy, vV,, V3 indicando que o vetor ¥ pode ser posicionado do ponto (0,0,0) até o ponto
(vl! V2, U3).

Usando coordenadas, os calculos dos produtos vetorial e escalar de ¥ = (vy, V5, V3) e W = (W, W, wy) sdo:

.

o UXW= (Vw3 — U3W,, V3w — VW3, V3 W, — U,W; ). Uma maneira talvez mais facil de lembrar é usar determinantes:
5> = V2 W3 Vi Wi |1 Wq
957 = (lor il =Ly wal by wil)
V3 W3 Uz W3l'lvy W
o 5W= v]_Wl +v2W2 +U3W3.

Agora, considere um tetraedro ABCD. Escolha o sistema de coordenadas de modo que A ¢ a origem. Vamos associar a cada

tetraedro uma matriz M, cujas colunas sdo as coordenadas dos vetores X, = AB, x, = AC e x; = AD, e orientamos B, C ¢ D de
modo que det(M) > 0. Nossa meta ¢ encontrar, a partir dos vetores drea v,, Uy, U, € U4 cuja soma ¢é o vetor nulo, os vetores X,
Xo € Xg.

¢) Prove que det(M) ¢ igual a 6 vezes o volume de ABCD.

Dada uma matriz quadrada M, existe uma matriz adj(M), denominada adjunta de M, tal que
adj(M) - M = det(M) - I,
em que / ¢ a matriz identidade.
Sejam U;, U, € Uz os vetores cujas coordenadas sdo as linhas de adj(M).
d) Mostre que, sendo i # j indices entre b, c e d, u, - X; = 0, ou seja, U, L X;, e conclua que u, ¢ paralelo a .

€) Mostre que U, - x, = 6V para i € {b,c,d}. Lembre-se: V é o volume do tetraedro. Conclua que u, = —2v, para cada i €
{b,c,d}.



f) Nos dois itens anteriores mostramos que adj(M) ¢ diretamente obtida de v, U, e ;. Mostre que det(adj M )) = (det(M))? e,
consequentemente, que M = (adj(M))_1 det(adj(M)).

g) Mostre que v, U, € v, determinam unicamente o tetraedro com vetores area vy, U,, Ugq € Uy = —Vp — Uy — Ug.

h) Seja ABCD um tetraedro cujas dreas de ABC e ABD sio iguais a S; e cujas areas de ACD e BCD sio iguais a S,. Defina ¥ =
ﬁ + E. Considere a rotagdo de 180° em torno de ¥. Mostre que essa rotagdo transforma ABCD em um tetraecdro congruente
a ABCD e que os tridangulos ABC ¢ ABD sao congruentes (ndo necessariamente nessa ordem dos vértices), assim como o0s
triangulos ACD e BCD.



