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Instrucoes:
o Nesta prova ha 7 problemas. Vocé deve resolver 5 problemas.
Caso vocé resolva mais de 5 problemas, sua nota é a soma das 5 maiores pontuacdes obtidas. Isso também vale para pontuacdes parciais.
e A duracdo da prova ¢ de 4h30min.
e Escreva na primeira pagina da sua prova o horario em que vocé comecou a prova e o horario em que vocé terminou a prova.
e Todas as respostas devem ser justificadas.
e Somente serdo aceitas resolugdes feitas a mao, a tinta ou a lapis. Solugdes digitadas em computador, por exemplo, ndo serdo aceitas.
e Em dispositivos eletronicos, os unicos usos permitidos sao:
(1) leitor de arquivos somente para visualizar os enunciados;
(2) calculadora sem acesso a Internet.
e Nao ¢ permitido nenhum tipo de consulta, incluindo qualquer tipo de material fisico (por exemplo, cadernos e livros) ou eletronico/Internet.

PROBLEMA 1 -

A Esperanca Pitagorica ¢ uma formula criada por Bill James (historiador, estatistico e especialista em beisebol) para estimar a
porcentagem de jogos que uma equipe de beisebol deveria vencer em uma temporada baseado no niimero de corridas que a equipe
fez e quantas ela sofreu (vocé ndo precisa entender de beisebol para resolver o problema, nés mesmos da OPM ndo entendemos ©
— viva a Wikipédia!):

o (corridas feitas)?
% de Vitorias =

(corridas feitas)? + (corridas sofridas)?
O nome ¢ fruto da semelhanga do denominador da formula com o Teorema de Pitagoras.

Por exemplo, em 2012, o New York Yankees fez 804 corridas ¢ sofreu 668 corridas. Entdo, de acordo com a formula de Bill
James:

) 8042
% de Vitérias = m = 0,5916

Como s3o 162 jogos na temporada regular, a formula previa 0,5916 ...- 162 = 96 vitérias. De fato, foram 95 vitérias. Nada
mau...

a) O New York Mets (o outro time da cidade de Nova lorque) fez 636 ¢ sofreu 668 corridas em 2021. Aplicando a formula da
Esperanga Pitagoérica, qual o nimero de vitdrias esperado para a temporada? Curiosidade: a formula acerta em cima. Muito bom...

b) Qual deve ser a razdo entre o nimero de corridas feitas e o numero de corridas sofridas para a formula prever 64% de vitorias
em uma temporada?

Uma possivel explicagdo para a formula segue de duas hipoteses:
(1) o nimero de vitorias de uma equipe de beisebol ¢ proporcional a sua “qualidade”;
(i1) a “qualidade” de uma equipe pode ser medida pela razdo entre o nimero de corridas feitas pelo nimero de corridas sofridas.
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Por exemplo, se o time A fez 50 corridas e sofreu 40, sua medida de qualidade seria i 1,25. A medida de qualidade para seus
. . . 40 . . . N .

oponentes, considerados coletivamente, seria o= 0,8. Se cada equipe vence em uma quantidade proporcional a sua qualidade, a

1,25
1,25+0,8"

porcentagem de vitdrias de A seria

¢) Sendo n niimero de corridas feitas e m o numero de corridas sofridas, mostre que podemos concluir pelo argumento acima que:

nZ

% de Vitérias = ——
n? + m?

Ou seja, complete a explica¢do para a formula da Esperanga Pitagorica.

PROBLEMA 2 —

O Paradoxo de Braess ¢ a observagdo de que adicionar uma ou mais vias em uma rede rodoviaria pode tornar o trafego médio
mais lento. Também ¢ verdade que se uma via for retirada o tempo médio de deslocamento pode ser menor. Esse paradoxo foi
descoberto pelo matematico alemdo Dietrich Braess em 1968.



Embora parega contraditorio (por isso ¢ chamado de paradoxo ©), isso ja aconteceu em situagdes reais: em 2009 alguns trechos da
Broadway, na cidade de NY, foram fechados e os congestionamentos em vias alternativas se tornaram menores. De fato,
chegaram a cair 40% em alguns casos.

Veremos aqui um exemplo teérico que pode ajudar a entender a existéncia deste paradoxo.

Suponha que temos um fluxo constante de 4000 carros por hora indo do INICIO até o FINAL no diagrama a seguir. Ha dois
trechos que demoraram 45 minutos para serem percorridos e outros dois que demoram % minutos para serem percorridos, em

que n é o numero de carros passando naquele trecho por hora.

a) Se todos os 4000 carros optassem por seguir pelo caminho passando por A, qual seria o tempo médio de cada carro para ir do
INICIO até o FINAL?

Chamamos de equilibrio quando todos os caminhos possiveis t€ém, em média, a mesma duragdo. Ou seja, no nosso exemplo, os
4000 carros se dividem pelos dois caminhos (por 4 e por B) e demoram o mesmo tempo para ir do INICIO até o FINAL.

b) Suponha que a rede chega em um equilibrio. Quantos carros passariam por A por hora? Qual seria o tempo médio de cada carro
do INICIO até o FINAL?

Suponha que uma nova via seja adicionada ¢ que seja possivel ir de A até B em 10 minutos.

¢) Considere que 2000 carros sigam a via que vai do INICIO para A. Considere ainda que um tnico motorista dentre os 2000
siga, entdo, pela nova via que vai de A para B. E que, chegando em B, ele se junte aos 2000 que optaram por seguir pela via que
vai do INICIO para B. Mostre que este motorista leva menos de 51 minutos para ir do INICIO até o FINAL.

Se vocé fez as contas direitinho nos itens anteriores, a constru¢do da nova via parece ter sido uma excelente decisdo para melhorar
o transito. Nas proximas perguntas, o paradoxo vai aparecer.

A nova rede rodoviaria tera um novo equilibrio e teremos quantidades n,, n,, ns, n, € ng passando por hora em cada trecho como
mostrado na figura a seguir. (Observe que abaixo NAO estdo indicados os tempos para fazer os trajetos, como nos diagramas
anteriores. Estdo representados os numeros de carros por cada uma das vias.)

d) Nesse novo equilibrio cada uma das trés formas de ir do INICIO até o FINAL levara o mesmo tempo médio. Escreva
expressdes utilizando as varidveis n,, n,, nz, n, € Ny para os tempos em minutos em cada uma das trés formas.

e) A partir das equacdes do item anterior, prove que n; = ns = 3500.

f) Observando que todos os carros partem do INICIO, obtemos que n; + n, = 4000. Como todos os carros que chegam por A
devem sair, n; = n, + ny. Escreva as equacdes correspondentes para B e para FINAL.

g) Levando em conta os itens d, e e f, encontre os valores de n,, n; e ny.

h) Conclua calculando, nessa nova situagdo de equilibrio, qual é o tempo médio de cada motorista do INICIO até o FINAL? Se
tudo correu bem, aqui aparecera o paradoxo, ou seja, apesar de ter sido construida uma nova via, o tempo médio aumenta.

PROBLEMA 3 -

Diego Rattaggi ((@diegorattagi) ¢ um matemdatico que usa o Twitter para divulgar problemas e resultados matematicos
interessantes. Vamos ver um desses problemas o qual foi postado no dia 28 de abril de 2020.

O quadrado central na figura a seguir possui area 4. Ha 4 quadrados construidos ao redor do quadrado central cada um com um
vértice em comum com o quadrado central e 3 outros pontos que sdo vértices comuns de dois desses quadrados, como podemos
ver na primeira figura a seguir.



O segmento de reta ligando dois vértices inferiores de dois dos quadrados ¢ paralelo ao lado inferior do quadrado central e possui
comprimento x. Qual ¢ o valor de x? Calma! Veremos como calcular esse valor passo a passo! Primeiro vamos dar nomes aos
pontos. O quadrado central sera ABCD, os vértices comuns dos quadrados F, G e H e o segmento de medida x serd denominado
El,com EI || AB.

Prolongamos os lados do quadrado e tragamos retas paralelas aos lados pelos pontos F, G ¢ H marcando os pontos J, K, L, M, N,
0, P e Q como mostrado na figura a seguir.
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a) Calcule o lado do quadrado ABCD.

b) Explique por que m(QAI) = m(PAH), Al =AHe m(AfQ) = m(AﬁP).

Apds provar as igualdades de angulos e a de segmentos podemos concluir que os tridngulos AQI ¢ APH sdo congruentes pelo caso
de congruéncia ALA.

¢) Prove que os triangulos DOH e DNG sao congruentes usando o caso de congruéncia ALA.

d) Prove que os tridngulos BJE e BKF sao congruentes.

¢) Suponha que a medida do segmento JE ¢ y. Prove que a medida do segmento NG ¢ 4 — y.

f) Determine a medida x do segmento /E.

PROBLEMA 4 -

Para n inteiro positivo, a soma dos quadrados de seus divisores positivos ¢ denotada por o,(n). Por exemplo,
0,(12) =12 + 22 + 32 + 42 + 62 + 122 = 210.
a) Calcule 0, (40).

Se p e p + 2 sdo ambos numeros primos, dizemos que formam um par de primos gémeos. Nao se sabe até hoje se existem
infinitos pares de primos gémeos. E um dos mais famosos problemas em aberto da Matemética.
b) Suponha que p e p + 2 sdo primos gémeos. Sendo n = p(p + 2), mostre que:
o,(n) =n?+2n+5.
¢) Suponha que p ¢é primo. Sendo n = p?, calcule 0, (n) em termos de n.

Considere agora que n = ab para inteiros a e b tais que 1 < a < b < n. Seja ainda S a soma dos quadrados dos divisores de n
diferentes de 1, de a, de b e do préprio n. Entdo o,(n) = 1 + a? + b?+ n? + S.
d) Nas condig¢des do paragrafo imediatamente acima, mostre que se 0,(n) =n? +2n+5,entio S =0e b = a + 2.
Dica: nesse item vocé pode querer utilizar que, como (b — a)? > 0 © b%? — 2ab + a? > 0, vale a seguinte desigualdade
a’ + b? > 2ab

e) A equagio 0,(n) = n? + 2n + 5 possui outras solugdes além de n = p(p + 2) em que p € p + 2 formam um par de primos
gémeos? Ndo se esquega de que vocé deve justificar as suas respostas.



PROBLEMA 5 -

Suponha que tenhamos uma mesa redonda com n lugares sem pessoas adjacentes e sem a possibilidade de colocar mais pessoas a
nao ser que duas fiquem adjacentes. Chamamos tais distribuicdes de mesas cheias.
Por exemplo, paran = 5, temos as 5 maneiras a sgguir. As cadeigls pintadas de 3ret0 sdo as O%padas.

Observe que, se colocarmos apenas uma pessoa na mesa, sempre ¢ possivel acrescentar mais uma e, portanto, a condi¢cdo do
problema nao ¢ satisfeita. Também podemos verificar que ¢ impossivel colocar trés pessoas na mesa dentro destas condicdes.

Seja a, o niimero de mesas cheias de n lugares. Acabamos de mostrar que a; = 5. Temos ainda que (¢ facil verificar!): a, = 2,
az = 3 e a, = 2 (isso mesmo, ndo ¢ 4).

a) Calcule aq (dica: nao da 6), a,, ag € ag € complete a tabela a seguir na sua folha de respostas. Ndo se esqueca que vocé deve
Justificar suas respostas.

a, as Ay as Qe ay ag [42)
2 3 2 5

Vamos provar nos proximos dois itens que a sequéncia a,, satisfaz uma recursdo da forma:

p =C1 " AnqtCy App +C3°An_3
emquen = 5ecq, C, € C3 530 constantes.
b) Calcule ¢4, ¢, € c3.
¢) Prove que a,, satisfaz a recursdo a,, = ¢; *a,_1 + ¢, - ap_, + €3 - a,_3, paran = 5, com as constantes obtidas no item anterior.
(Super) Dica: considere que as cadeiras tém uma numerag¢do fixada como as mostradas abaixo para mesas cheias com,
respectivamente, n = 10 e n = 11 cadeiras.
Observe que é possivel, a partir dessas distribui¢des que satisfazem as condi¢ées do problema, obter uma regra que identifique
de maneira unica mesas cheias que satisfazem o problema para n = 13 cadeiras.
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d) Calcule a,5 e a,.

PROBLEMA 6 —

Vocé ja jogou Hex? Calma! Se vocé nunca jogou, ndo se preocupe. Vamos passar as informagdes essenciais sobre o jogo para
vocé poder resolver este problema.

Hex ¢ um jogo de tabuleiro jogado em uma grade hexagonal. O tamanho do tabuleiro pode variar, mas o mais comum ¢ o
11 x 11. Sdo dois jogadores: o primeiro joga com as pegas pretas e o segundo com as pegas brancas. O tabuleiro possui 4 lados,
dois lados opostos s@o pretos e os outros dois sdo brancos. As jogadas s@o alternadas e cada jogador na sua vez coloca uma pega
da sua cor em um dos hexagonos que ndo esteja ocupado ainda. O objetivo de cada jogador ¢ formar um caminho conectando os
lados da sua cor por meio de hexdgonos com pecas dessa cor.

Nas figuras a seguir, temos dois tabuleiros 7 X 7, no primeiro ainda ndo foi feita a primeira jogada e no segundo o primeiro
jogador (o das pegas pretas) venceu. (Verifique!)

Vamos aprender uma técnica muito util para vencer partidas de Hex: pareamento. Essa técnica consiste em montar pares de casas
ndo ocupadas do tabuleiro de modo que se o adversario joga em uma das casinhas, entdo o jogador usando a técnica ira jogar na
outra casinha do par.

Considere, e.g., a seguinte situagdo apos 3 jogadas.
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O primeiro jogador (pretas) pode garantir sua vitdria usando os pareamentos X e Y. Nao importa o que segundo jogador fizer, o
primeiro podera ocupar uma casa X ¢ uma casa Y com pegas pretas e vencer o jogo. Vale a pena observar que se o jogador das
brancas nao escolher a casa central (X) na proxima jogada, ele perde imediatamente depois.

a) Considere o tabuleiro 3 X 3 a seguir apos 3 jogadas. E a vez do segundo jogador (pegas brancas) jogar. Explique como o
segundo jogador pode garantir sua vitoria. Vocé pode indicar as casinhas das jogadas usando as letras marcadas. Pode usar tais
letras também para apresentar pareamentos.

(Observe que se as pretas ocuparem as casas indicadas por E e F ndo temos uma vitoria do primeiro jogador. Ele tera ligado os
lados brancos.)
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b) Considere o tabuleiro 3 X 3 a seguir apds a primeira jogada. Mostre uma maneira de o primeiro jogador (pretas) usar
pareamentos para garantir sua vitoria.

Vamos deixar o 3 X 3 e partir para tabuleiros maiores. Para elaborar novas estratégias precisamos reconhecer que, em certas
configuracdes, podemos garantir a conexdo das pecinhas pretas com o lado preto, ndo importando as jogadas do adversario. Por
exemplo, a configuragdo denominada 3 — 3 — 2 a seguir tem conexao garantida usando os pareamentos X, Y e Z.

e
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¢) A configurag@o a seguir ¢ chamada de 4 — 3 — 2. Usando pareamentos, prove que esta configura¢do tem conexao garantida.
Considere que ¢ a vez do segundo jogador.

Em 1943, durante uma palestra sobre o Hex, o estudante de fisica Jens Lindhard mostrou uma estratégia completa de como o
primeiro jogador pode vencer em um tabuleiro 6 X 6. Para isso, ele mostrou a jogada 1 do primeiro jogador e as possiveis jogadas
3 do primeiro jogador de acordo com a jogada 2 do segundo jogador.

d) Uma dessas configuragdes ¢ mostrada a seguir. O primeiro jogador joga em 1, o segundo joga em uma das casinhas marcadas
com 2 ¢ o primeiro joga na casa 3.



Explique por que, apos a jogada na casa 3, o primeiro jogador possui estratégia vencedora.

e¢) Considere que outro jogo comece com as seguintes jogadas 1, 2 e 3. Suponha ainda que a jogada 4 seja em uma das casinhas
marcadas com X. Utilizando pareamentos, prove que o primeiro jogador sempre consegue completar um caminho da casinha 1 até
a lateral superior do tabuleiro.

Ainda usando as trés jogadas iniciais do item e, suponha que o segundo jogador tente evitar a vitéria do primeiro completando um
caminho de 1 até a lateral inferior do tabuleiro. O segundo faz a jogada 4 e o primeiro responde com a jogada 5.

f) Demonstre que o primeiro jogador possui estratégia vencedora na configuragdo acima. Ou seja, que ndo importa quais sejam as
jogadas do segundo jogador, o primeiro jogador (pretas) consegue vencer.

PROBLEMA 7 -

Uma das sequéncias mais importantes da Matematica ¢ a Sequéncia de Fibonacci:
FO = 0; Fl = 1an+2 = Fn+1 +Fn,Tl > 0.

Ou seja:
F2=F1+F0=1+0=1;F3=F2+F1=1+1=2;F4=F3+F2=2+1=3;etC.

Pode-se demonstrar (vocé ndo precisa fazer isso agora) que os termos da Sequéncia de Fibonacci podem ser dados pela Formula
de Binet:
V5

Fn = ?(0(” —[)’”),n > 0.

1-5

1+v/5 .,
Emque a = — a chamada razdo durea, e = p

Neste problema demonstraremos uma bela identidade envolvendo os numeros da Sequéncia de Fibonacci.

a) Prove que Fy 1 F,_; = EZ + (—1)", paratodon > 1.
Dica: vocé pode desejar utilizar a Formula de Binet. E lembre-se de que vocé ndo precisa demonstra-la!

b) Mostre que Ef — 1 = Fp,,F,11Fy_1F,_5, para todon > 0.

Para o proximo item considere as sequéncias, n > 1:

. = F2n+3 e _Fn+2
" Fn+3Fn .



¢) Demonstre que, n > 1:

b + !
=a —_—
" " bn+1
d) A partir do item c, conclua que:
1
by =a, +
a, + !
as +
a4 + T
e) Calcule o valor de
Ff—1
Ff—1
F; + . T
Fo+—5 _—
’ Fi—1
Fip + =5

Ndo se esquega de que vocé deve justificar as suas respostas.



