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Folha de Perguntas
Instrucoes:

e A duracdo da prova € de 4h. O tempo minimo de permanéncia € de 1h30min.

® Nesta prova ha 5 problemas. Cada problema vale 2,0 pontos.

» Preencha todos os dados solicitados no Bloco de Resolugdes.

» Todas as respostas devem ser justificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentadas no Bloco de Resolugdes.
» Resolucdes a tinta ou a lapis.

e E permitido o uso de calculadora (nfo ¢ permitida a de telefones celulares ou de aparelhos com acesso a Internet).

» Ao terminar, entregue apenas o Bloco de Resolugdes e leve esta Folha de Perguntas com vocé.

PROBLEMA 1

Bagagem de médo € aquela que pode ser levada junto ao passageiro durante a viagem. Nas companhias aéreas, ha restricdes em
relacdo a massa e ao volume da bagagem de méo.

Segundo as novas regras da Agéncia Nacional de Aviacdo Civil, a ANAC, em vigor desde maio deste ano, a bagagem de mao pode
ter massa de até 10 kg e suas dimensdes maximas sao estabelecidas por cada companhia aérea. Na tabela a seguir, apresentamos as
condi¢des sobre as massas e as medidas maximas permitidas em trés companhias aéreas:

Companhia aérea | Dimensoes Massa
Amarelo As trés dimensdes somadas devem ser, no maximo, 115 cm. 10 kg
Sabianca No maximo 40 cm X 20 cm X 55 cm 10 kg
Escanteio No méximo 40 cm X 25 cm X 55 cm 10 kg

A figura a seguir mostra como um passageiro da Escanteio pode verificar se sua bagagem de méao esta dentro dos padrdes permitidos.
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a) O volume de uma mala no formato de um paralelepipedo reto-retangulo € o produto de suas trés dimensdes. Qual € o volume
maximo, em cm?®, permitido pela Sabianca para a bagagem de méao?

b) Uma bagagem de mio da Amarelo pode ter volume maior do que o volume maximo de uma bagagem de mao da Escanteio.
Apresente possiveis valores para as dimensdes de uma bagagem de mao da Amarelo que tenha volume maior que o volume maximo
permitido pela Escanteio.

c) A densidade do ouro € 19,3 g/cm?, ou seja, em 1 cm® ha 19,3 g de ouro. O passageiro que tentasse transportar o limite maximo
de volume de uma mala de mao da Sabianca em ouro, estaria levando quantos quilogramas de ouro na mala?

d) Considerando que atualmente é permitido transportar no maximo 10 kg na bagagem de méao, quantas bagagens de méo seriam
necessarias, no minimo, para transportar a massa de ouro encontrada no item c?

PROBLEMA 2

Em 1865, o economista inglés William Stanley Jevons observou que avancos tecnolégicos que aumentaram a eficiéncia no uso de
carvao acompanharam o aumento do consumo de carvao na industria. Esse fenémeno ficou conhecido como paradoxo de Jevons e
afirma que o aumento na eficiéncia no uso de um recurso, reduzindo a quantidade necessaria do recurso para qualquer uso, pode
levar ao aumento no consumo total do recurso. Consideraremos nesse problema que utilidade é o valor monetario que indica o
quanto uma pessoa valoriza algo.

Para ilustrar o fenémeno apresentado, suponha que na casa do Zé a iluminacédo da sala possa ser feita com uma lampada com
utilidade de 10 reais por més, ou seja, esse € o valor monetario que indica o quanto Z¢ valoriza a iluminagéo da sua sala com uma
lampada, ou com duas lampadas com utilidade de 15 reais por més. Sendo o custo de energia por lampada de 6 reais por més, a sua
utilidade mensal, dada pela diferenca (utilidade de iluminac¢ido) — (custo com energia), ¢ 10 — (1 X 6) = 4 reais com uma
lampada. E, da mesma forma, temos a utilidade mensal de 15 — (2 X 6) = 3 reais usando duas ldmpadas. Comparando as duas
situagdes, Z¢€ nota que com uma lampada a utilidade mensal € maior. Por isso, ele opta por usar apenas uma lampada.

a) Apos um avancgo tecnolégico, houve um aumento na eficiéncia do uso da energia e o custo com energia por lampada passou a ser
apenas de 4 reais por més. Considerando que as utilidades de iluminacdo sdo as mesmas, calcule a utilidade mensal para com uma
lampada e com duas lampadas. Considerando a utilidade mensal, qual op¢do Z¢ deveria escolher?

b) Considerando as maiores utilidades mensais ja calculadas, qual foi o aumento percentual da maior utilidade mensal com custo de
energia por limpada de 6 reais por més para a maior utilidade mensal com custo de 4 reais por més?

c¢) Suponha que haja apenas 1440 reais disponiveis para iluminar a sala de Zé. Depois disso, ndo haveria mais recursos para iluminar
a sala de Z¢é. Considerando as duas situagdes, com custos de energia de 6 reais por més por lampada e de 4 reais por més por
lampada, e que Z¢€ escolha a op¢do dentre uma ou duas lAmpadas com maior utilidade mensal em cada caso, por quantos anos seria
possivel iluminar a sala do Zé em cada uma das duas situagdes?



PROBLEMA 3

Uma das primeiras apari¢oes do nimero 7 na histéria da Matematica foi como quociente entre o perimetro de uma circunferéncia e
o seu didmetro. Nesse problema, vamos analisar alguns resultados interessantes usando o fato de que uma circunferéncia de raio r
possui comprimento 21 - 1.

A seguir, temos uma circunferéncia de centro X e raio r. Sabendo que o dngulo 2YXZ = a, podemos calcular o comprimento do
arco YZ usando o fato de que a medida do angulo e o comprimento do arco sdo proporcionais, ou seja, YZ = 3:7 » 2mr com o dngulo
@ em graus.

A figura a seguir, que parece um coracdo, é conhecida como cardioide de Boscovich, em homenagem ao matematico Roger
Boscovich (1711 — 1787). Ela € formada por trés semicircunferéncias, uma de centro P e didmetro QT e outras duas de didmetros
QP e PT. Uma propriedade muito interessante € que qualquer reta passando por P divide o cardioide em duas figuras de mesmo
perimetro.

Chamaremos de R o raio das semicircunferéncias menores.

Note que o raio da semicircunferéncia maior sera 2R. Usando o fato descrito anteriormente, o comprimento do arco QP é
180°

— 2nR = nR.

360°

a) Calcule os comprimentos das semicircunferéncias PT e QT. Em seguida, verifique que a soma dos comprimentos dos arcos QP
e PT é igual ao comprimento do arco Q7.

b) Na figura, tracamos uma reta AB formando um dngulo 8 com a reta QT. Sejam O o centro da circunferéncia de didmetro PT e M
o ponto médio do segmento PB. Mostre que Z0BM = £0PM = 6.

Vocé pode querer utilizar o fato de que se os lados correspondentes de dois tridngulos possuem mesma medida, entdo os tridngulos
sdo congruentes e seuis dngulos correspondentes posstiem mesma medida.

c¢) Calcule a medida do dngulo 2BOT em termos de 6.

d) Mostre que os comprimentos dos arcos AQ e BT sao iguais e conclua que a soma dos arcos AQ + QP + PB ¢ igual a soma dos
arcos BT + TA.



PROBLEMA 4

Chamamos de padrdo de malabarismo uma sequéncia finita formada por numeros inteiros positivos. Por exemplo, (4;2;3;3) €
um padrio de malabarismo. Por motivos praticos, ndo sdo interessantes padrdes de malabarismos envolvendo nimeros maiores do
que 9, por isso, podemos escrever o padrao (4; 2; 3; 3) na forma 4233 sem que ocorra divida na identificacao.

O diagrama de malabarismo relativo a um padrdo de malabarismo € desenhado inicialmente colocando-se pontos pretos e brancos
alternadamente em uma reta. Entdo, escrevemos sob eles repetidamente o padrao de malabarismo que desejamos representar. Por
exemplo, para o padrdo 4233, temos:

e 0 e o e
4 2 3 3 4 2 3 3 4 2 3 3 4 2 3 3

Entdo, ligamos o ponto P,, i inteiro, ao ponto que esta exatamente s; posi¢des a sua direita, em que s; € o termo do padrio de
malabarismo que esta embaixo do ponto P;. Agora, as motivacdes desses nomes talvez possam fazer sentido. Os pontos brancos e
pretos representam, respectivamente, a mao esquerda e a méo direita de um malabarista e o padrdo de malabarismo indica a altura
em que a bola esta sendo lancada. Esse € o motivo de ndo ser muito razoavel considerarmos padrdes envolvendo niimeros maiores

do que 9.
4 2

3 3 4 2 3 3 4 2 3 3 4 2 3 3

Dizemos que um padrdo de malabarismo € valido se em seu diagrama cada ponto P, tem exatamente duas ligacdes (uma bola chega
na mao correspondente naquele instante e é imediatamente lancada novamente).

Note que, com a observacgdo anterior, cada padrdo de malabarismo € formado por um conjunto de tragos continuos (frajetorias).
Esses tracos naturalmente sdo identificados com as bolas necessarias para efetuar o malabarismo em questdo. Por exemplo, para
realizar 4233 necessitamos de 3 bolas representadas pelo traco azul, traco verde e trago vermelho.

a) Desenhe o diagrama de malabarismo do padrdo 441. Uma curiosidade: apesar da arte dos malabares ser milenar, esse desafio
parece ter sido descoberto apenas apds a criacdo da teoria que estamos apresentando.

b) Qual € o padrdo de malabarismo do diagrama representado a seguir. Quantas bolas sdo utilizadas para realiza-lo?

¢) Mostre que o padrdo de malabarismo 135792468 ndo € valido.
d) Apresente um padrdo de malabarismo valido usando cada um dos numeros infeiros de 1 a 9 exatamente uma vez. Determine
quantas bolas sdo necessérias para um malabarista realizar esse padrao.

PROBLEMA 5
Considere a sequéncia em que o seu n-ésimo termo tem n digitos e ao colocarmos os seus termos justapostos (isto €, um ao lado do
outro) obtemos:
123456789123456789123456789123456789123456789123456789123456789123456789 ...

Ou seja, os termos iniciais da sequéncia sdo:

1,23,456,7891,23456,789123,4567891, 23456789, 123456789, 1234567891, 23456789123, ...
Essa sequéncia é chamada sequéncia desconstrutiva de Smarandache. Floretin Smarandache ¢ um matematico e filosofo romeno,
que atualmente trabalha na Universidade do Novo México nos EUA.
a) Os onze primeiros termos dessa sequéncia foram apresentados anteriormente. Qual € o 122 termo da sequéncia?

Observe que o segundo termo da sequéncia, 23, tem como primeiro digito 2 e ultimo digito 3 e o décimo primeiro termo,
23456789123, também. De fato, considerando que o primeiro termo da sequéncia, 1, tem como primeiro e ultimo digitos o 1,
temos que essa coincidéncia ocorre também com o primeiro e o décimo termo, 1234567891. Ou seja, parece que a cada nove
termos, o primeiro e o ultimo digitos coincidem. Vamos provar isso nos proximos itens.
Imaginando os termos da sequéncia justapostos, ou seja,

1.23 456.7891_23456_789123_4567891 23456789 _123456789_1234567891_23456789123_ ...
vemos que a diferenca entre as posicdes ocupadas pelo primeiro digito do segundo termo e o primeiro digito do décimo primeiro
termo € 2+3+4+5+6+ 7+ 8+ 9+ 10 = 54. Entre os ultimos digitos, €3 +4+5+6+7+8+9+ 10+ 11 = 63.

b) Considere agora o termo que ocupa a posi¢do n € o que ocupa a posicdo n + 9, n inteiro positivo. Qual € a diferenca entre
posicdes ocupadas pelos primeiros digitos desses termos? Qual € a diferenca entre as posi¢des ocupadas pelos ultimos digitos? Por
que podemos afirmar que esses pares de digitos sempre irdo coincidir?

¢) Ha um multiplo de 5 entre os termos dessa sequéncia?

d) Demonstre que ha infinitos multiplos de 128 na sequéncia desconstrutiva de Smarandache, mas ndo ha um multiplo de 256.
Nesse item, vocé pode querer utilizar o seguinte fato: um niimero inteiro é divisivel por 2¥ se, e somente se, o nimero formado
pelos seus k iiltimos digitos é divisivel por 2%. Por exemplo, um niimero é divisivel por 8 = 23 se, e somente se, seus 3 iltimos
digitos formam wum miiltiplo de 8.



RASCUNHO

Respostas e justificativas devem ser apresentadas no Bloco de Resolugdes.



