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Folha de Perguntas

Instrucoes:

¢ A duragdo da prova é de 3h30min. O tempo minimo de permanéncia é de 1h30min.

¢ Nesta prova hd 5 questdes. Cada questdo vale 2,0 pontos.

¢ Preencha todos os dados solicitados no Bloco de Resolugdes.

¢ Todas as respostas devem ser justificadas. Respostas e justificativas devem ser apresentadas no Bloco de Resolugaes.
e Resolugdes a tinta ou a lapis. E permitido o uso de calculadora.

® Ao terminar, entregue apenas o Bloco de Resolugées e leve esta Folha de Perguntas com vocg.

PROBLEMA 1
Em mil lancamentos de uma moeda honesta, qual é a maior seqiiéncia de resultados iguais consecutivos que, em média, € obtida?
Neste problema vamos ajudar vocé a responder a essa questao.

Seja p a probabilidade de obter coroa em um lancamento e seja n o nimero de lancamentos. (Sim, p :% e n=1000. Mas, deste

modo, as férmulas ficam mais simples.)

Considere uma seqiiéncia de k lancamentos consecutivos. Na média, em pk deles obtemos k caras consecutivas; da mesma forma,

na média em pk deles obtemos k coroas consecutivas. Assim, sendo n a quantidade de langamentos, espera-se 2 pkn seqiiéncias de
pelo menos k faces iguais consecutivas. Logo o nimero de seqiiéncias com exatamente k faces iguais consecutivas €, em média,

k+1

k
2pkn—2p n:2npk(l—p),que neste caso ¢ igual a n(%) .

X
a) Sendo n inteiro positivo, resolva a equacio n- (Ej =1 no universo U = R.

b) Responda a pergunta que fizemos no inicio do problema.

PROBLEMA 2
O jogo Esconde Niimeros tem quatro pecas e um tabuleiro dividido em quatro regides com nimeros pintados, como mostra a figura.
1,2 1 2
34 3
5|4 5
1 1
2:3.4]12 3 Pegas
5 4
Tabuleiro

Além do tabuleiro e das pecgas, o jogo tem cartelas com desafios. Cada desafio corresponde a uma colecdo de nimeros,
possivelmente com niimeros repetidos ou omitidos. O jogador deve colocar uma peca sobre cada regido e cobrir todos os nimeros,
exceto os nimeros do desafio.

Por exemplo, uma solug@o do desafio (um 1; dois 2; um 3; um 4; um 5) é

2
3
5
1
2
4

a) De quantas maneiras podemos colocar as pecas nas regides?
b) Mostre que a quantidade de desafios € menor ou igual a 2500.
¢) Mostre que existem desafios com mais de uma solugdo.



PROBLEMA 3
1-tg 2
2

a) Observando a figura a seguir, prove que, para 0 < x < T, temos cosx =
1+1tg

b) Resolva, no universo U =]0;7[ , a equagdo tgx+senx =cosx- tg% .

PROBLEMA 4

Sejam ABCD um tetraedro de volume V e P, um ponto em seu interior. Os planos ¢, 5, ye J'sdo paralelos as faces BCD, ACD, ABD
e ABC, respectivamente, e determinam em ABCD quatro tetraedros de volumes Vi, V,, V5 e V,, respectivamente.

a) Sejam d,, d,, d; e d, as distancias do ponto P as faces BCD, ACD, ABD e ABC, respectivamente, e S, S,, S; € §, as dreas

de BCD, ACD, ABD e ABC, respectivamente. Prove que V = %(Sldl +8,d, +83d5+8,d, )
b) Mostre que, para 1<i<4, S’Td’ =V 31/% e conclua que YV = %/V_1+ IVy +3JV3 +3/V, .

PROBLEMA 5
Um grafo orientado € formado por um conjunto finito V :{IJI,PZ,...,Pn}, cujos elementos denominamos vértices, € por um

conjunto £ c VxV ; os elementos de E sdo denominados arestas. O estudo de estruturas como essas ¢ uma drea muito importante
da Matemadtica contemporanea denominada Teoria dos Grafos. Os chamados grafos sdo vitais para a Computacio e suas aplicagdes
estendem-se até aos Negocios e as Ciéncias Sociais.

Vejamos um exemplo que dd uma mostra bastante simplificada do que pode ser feito em Teoria dos Grafos. Vamos supor que em
um estudo sociolégico observaram-se as seguintes relacdes: Arnaldo influencia Bernaldo; Arnaldo influencia Cernaldo; Arnaldo
influencia Ernaldo; Bernaldo influencia Arnaldo; Cernaldo influencia Bernaldo; Cernaldo influencia Dernaldo e Ernaldo influencia
Dernaldo. Entio tomando V ={A,B,C,D,E} ¢ E={(A, B),(A,C),(A E),(B,A),(C,B),(C,D),(E,D)} obtemos o grafo que
representa essencialmente a situagdo descrita, o qual usualmente € representado através de um diagrama como o mostrado abaixo, a
esquerda.

A _ ; _ ;
01101 11020

B £ 10000 01101
AG)=[0 1 0 1 0 [AG)I®=[1 0 0 0 0

00000 00000

¢ b 000 1 0] 000 0 0

Seja G um grafo orientado com n vértices. Consideramos a matriz nxn com a; =1 se (F;,P;) € uma aresta de G e a; =0 caso
contrdrio. Tal matriz é denominada matriz de adjacéncia de G e é indicada por A(G). Acima, a direita, exibimos a matriz de
adjacéncia do exemplo dado e o seu quadrado, [A(G)]2 =A(G) - AG).

Um caminho entre os vértices P, e P; em um grafo orientado G ¢ uma sequiéncia de vértices F,P,.,...,F, em que F;=F,

B,, = P; e (Py,F44) ¢ umaarestade G, 1<k <m. Ou seja, podemos partir do vértice F; e, percorrendo arestas de G, ir até P; .

a) Mostre que, em todo grafo orientado G, o elemento b;; da matriz [AG)]* ¢ igual a quantidade de caminhos entre F, a P; com

exatamente duas arestas.
b) Prove que existe um caminho entre quaisquer dois vértices distintos de um grafo orientado G de n vértices se, e somente se,

A(G)+ [A(G)]2 +- 4 [A(G)]”_1 ¢ uma matriz formada apenas por nimeros positivos.



