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. (3 pontos). Uma formiga caminha sobre a superficie de um octaedro regular. Em cada minuto,
a formiga move-se com a mesma probabilidade para uma das faces adjacentes & face em que
se encontra. Se a formiga comega na face F' qual é a probabilidade de ela estar novamente
na mesma face F' apds n minutos?

. (4 pontos). Demonstre que o conjunto
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¢ um intervalo.

. (4 pontos). Sejam r, s nlimeros reais positivos tais que 2 < £. Demonstre que a desigualdade
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¢é valida para quaisquer numeros reais positivos distintos a, b, c.

. (5 pontos). Sejam n > m > 0 nimeros inteiros primos relativos. Prove que o polinémio
Q(z) =mz" —naz™+n—-—m

tem exatamente m — 1 raizes dentro do circulo unitério.

. (6 pontos). Seja o : N* — N* uma funcao tal que o(1) = 1, o(mn) = o(m)o(n) para
quaisquer m, n inteiros positivos e, se p;1 = 2 < ps = 3 < p3 = 5 < ... S20 0s primos por
ordem crescente, entdo o(pg) = pr+1, para todo k > 1. Determine o supremo do conjunto
Y = {a > 0 : existem infinitos n > 1 tais que o(n) > n®}.

. (7 pontos). Seja C' uma circunferéncia de raio 1. Se A;, Ag, Az s@o trés pontos no interior do
disco cuja fronteira é C', definimos as transformagoes T; : C — C para i = 1,2, 3, como T;(P)
é o ponto onde a reta PA; interseta o circulo C' novamente. Demonstre que a transformagao
T =1T3 0715 0T tem exatamente 0, 1 ou 2 pontos fixos.



7. (7 pontos). Dados um inteiro positivo n e uma sucessao aq,as, .. ., a, de inteiros positivos.
Definimos K (a1, ag,...,a,) recursivamente por:

e Paran=0: K() =1.

e Paran=1: K(a1) = a;.

e Paran > 2: K(ay,az,...,ay) = an - K(ai,a2,...,an-1) + K(ay,a2,...,a,-2).

Assim, por exemplo, K(a1,a2) = as - K(a1) + K() = a2 - aj + 1.

Dizemos que um ntumero inteiro positivo m é sélido se existem um inteiro positivo n e uma
sucessao ai, a9, ..., a, com um dos seus termos igual a 2 e os outros n — 1 iguais a 1 tais que
m = K(ay,as,...,a,). Por exemplo, K(1,2,1) =1-K(2,1)+ K(1) =2-1+14+1=4¢
solido. Seja S o conjunto dos nimeros inteiros positivos sélidos.

(i) Prove que existem inteiros positivos m arbitrariamente grandes tais que SN [m,4m/3] = 0.
(ii) Prove que existem inteiros positivos m arbitrariamente grandes tais que |SN[m,4m/3]| >
logm.

Obs.: Em (ii), log designa o logaritmo natural.



