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1. (3 pontos) Seja ℤ o anel dos inteiros. Os conjuntos ℤ, 2ℤ e 3ℤ são semigrupos relativamente
à multiplicação. Quais são isomorfos?

Obs: Note-se que um semigrupo é um conjunto não vazio com uma operação binária asso-
ciativa. Dois semigrupos 𝐺 e 𝐻 são isomorfos se existe uma bijeção 𝑓 entre eles tal que ela e
a sua inversa preservam a operação do semigrupo.

2. (4 pontos) Sejam 𝑛 um inteiro positivo e 𝑓 : [0, 1] → ℝ uma função cont́ınua, diferenciável
em (0, 1), com 𝑓(0) = 0 e 𝑓(1) = 1. Mostre que existem 𝑛 reais distintos 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 tal que

𝑛∑
𝑘=1

1

𝑓 ′(𝛼𝑘)
= 𝑛.

3. (4 pontos) Encontre todos os ternos (𝑥, 𝑦, 𝑧) de inteiros que satisfazem

𝑥2 + 7𝑦2 = 2012𝑧2.

4. (4 pontos) Determine a natureza da seguinte série e, no caso de ser convergente, calcule o
seu valor: ∞∑

𝑛=0

arctan

(
1

1 + 𝑛+ 𝑛2

)
.

5. (6 pontos) Seja 𝑀 uma matriz quadrada de ordem 3 com elementos inteiros e determinante
igual a 1. Mostre que existe um vetor 𝑣 ∈ ℤ

3 tal que 𝑣𝑇𝑀𝑣 = 1.

6. (6 pontos) Um conjunto de pontos é sorteado se não há 3 pontos alinhados, não há 4 pontos
numa mesma circunferência e para quaisquer 5 pontos distintos 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 e 𝐸 os triângulos
𝐴𝐵𝐶, 𝐴𝐶𝐷 e 𝐴𝐷𝐸 têm circunraios distintos.

Mostre que se temos um conjunto sorteado de 2012 pontos no plano, então é posśıvel escolher
8 entre eles tal que todos os triângulos que se podem fazer com cada três deles têm circunraios
distintos.

Obs: O circunraio de um triângulo 𝐴𝐵𝐶 é o raio da circunferência que passa por 𝐴, 𝐵 e 𝐶.
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7. (7 pontos) Seja 𝐷 = {𝑧 ∈ ℂ : ∣𝑧∣ < 1} o disco unitário no plano complexo e 0 < 𝑎 < 1
um número real. Suponhamos que 𝑓 : 𝐷 → ℂ é uma função holomorfa tal que 𝑓(𝑎) = 1 e
𝑓(−𝑎) = −1.

(a) Mostre que:

sup
𝑧∈𝐷

∣∣𝑓(𝑧)∣∣ ≥ 1

𝑎
.

(b) Mostre que se 𝑓 não tem ráızes então:

sup
𝑧∈𝐷

∣∣𝑓(𝑧)∣∣ ≥ exp
(
1− 𝑎2

4𝑎
𝜋

)
.
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